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第 一 章 “ 线 性 空间 与 线性 变换 


线性 空间 与 钱 性 变 接 是 线性 代数 中 的 两 个 重 要 内 容 。 为 了 后 面 讨 论 方便 起 见 ， 本 齐 介 绍 
线性 空间 与 线性 变换 的 基本 氢 念 。 主 要 内 容 有 :线性 空间 ， 基 变换 与 坐标 罕 换 ， 子 空间 与 子 
танах, ав, АБЕН, Ж, 特征 向 量 ， 化 拒 阵 为 对 角形 。 


511 线性 空间 


线性 空间 是 线性 代数 最 基本 的 禄 念 之 一 ， 这 节 我 们 研究 它 的 定义 、 维 数 ， 基 底 与 坐标 。 

定义 1.1.1 设 站 是 一 个 非 空 集合 ，F 是 一 个 数 域 ， 在 集 食 下 的 元 球 之 间 定 义 了 称 为 加 
法 的 运算 。 也 就 是 说 给 出 了 一 个 守则 ， 对 于 六 中 任意 两 个 元 素 x Бу, # УР ЕНЕ 一 的 
元 素 3 与 它们 相对 应 ， 称 为 x* 与 写 的 和 ， 记 为 乞 一 # 二 3。 并 且 加 车 运算 满足 下 面 四 条 法 
Ыр 

(1) 交换 律 х+у=у-+х,„ 

(9) 结合 向 x+(y+z)=(x+y)+5, 


(3) PER 在 了 но СВЕЖО, ， 对 于 了 中 任 一 元 素 z 都 有 - 
х+0=% | 

(4) 人 负 元 素 对 于 V 中 每 一 个 元 素 x， 都 有 T 的 元 素 y， 使 得 
x+y=0 | 


在 集合 的 元 素 与 数 域 ФИ EELT- аЙ, ЮЕ ЮЕШ ЕБ. ШШ 是 说 ， 
对 于 了 中 任 一 元 素 x 5 F pg h, EV 中 有 唯一 的 一 个 元 素 # 与 它们 对 应 ， 称 为 上 与 
x ВОЗЕ, іа ид, НЕФ Ау дп аА 满足 下 面 四 条 法 则 : 

(1) l. x= 

(2) ж) = (kl) 

(8) (ktDæ=kxtlx 

(4) k(w+y)=kx-+Lky 
ДР, 工 表示 数 域 F 中 的 任意 数 ，x、? 表示 HERTE. 

这 样 了 称 为 数 域 了 上 的 线性 空间 。 一 般 情况 下 ，F 是 实数 域 了 或 复数 域 C。 

例 1.1.1 TARTAR Р H mxz 阶 矩阵 ， 按 矩阵 的 加 法 和 第 阵 与 数 的 数量 乘法 ， 攀 
成 数 域 了 上 的 一 个 线性 空间 ， 用 F"** 才 示 。w x# 阶 实数 矩阵 所 成 的 空间 用 Е" 表示 ， 
m x # 阶 复数 矩阵 所 成 的 空间 用 C"** 表示 。 

例 1.1.2 数 域 下 按照 本 身 的 加 法 与 葬 法 ， 构 成 一 个 自身 上 的 线性 空间 。 

1.1.3 系数 都 属于 数 域 F 的 一 元 多 项 式 的 全 体 ， 按 通常 多 项 式 加 法 和 数 与 多 项 式 的 


-i= 


Mea taemaa бз Petea mi. ке: Aapa Амын. ШШ узт 


梁 活 ， 移 成 一 个 数 域 F 上 的 线性 空间 。 | 
WERA EH ДЕ JE n р £ AR AI (ш ФК), 8-08, ШИШ 
(z), Жл» 
P] 1.1.4 线性 齐 次 方程 组 
Ax=0 
和 的 所 有 解 的 集合 构成 一 个 线 竹 空间 。 
例 1.1.5 空间 解析 几何 中 所 有 过 原点 的 向量 人 L rn W 09 BI EL ARER 9k 15 G) АЕ BJ 38 
法 ， 构成 一 个 线性 空间 。 
11.1.5 定义 在 闭 区 间 (z,b) PERRAS ERATEN MAUSS RAH ЖЕ ТД. 
构成 一 个 线性 空间 。 | | 
线性 空间 的 元 素 x, у, 2, 66. АИ ХА ПИЧ ELE JU fal rs EAE 12 
定义 1. 1.2 ara 是 数 域 上 的 一 个 线性 空间 ， Xis Xa, 99, W, ED Е Р аА 
E, ko kae K, 53238 F 中 的 数 ， 那 么 向 量 
a=k Hk + +E. X, 


АЛАТЕ Xi Xa, G, X, ЕЕ, ЯГЫ ЧЕГИШИ ЫРЫ x FERRA N, Xa 
6 x. RER H. 
定 六 1,.1.3 线性 空间 下 RAR Xo’ Xas se, X GI RRRA., d SL Ze 8 АВ 
F PEERAA, k aa ж) k, ER 
k.x БЕ. 0 : ¿(1-1 Š 

如 果 间 量 Ха, py s, X, PRERE BIRARE. AJI, Ж, Na, +з, ж, 
为 线性 无 尖 ， 如 果 等 党 (1-1) АЖЕ k =F, че =k =0 肝 才 成 立 。 

定理 1.1.1 BARH x , Xy, +, ж, ЭЗ, {Н ж, Xa, эе, ж, у P HI 
Эе, УЛДАНА, Xp ve, x. RER НЕНА д0, 

GER) EHEH RHA, 存在 在 父 为 零 的 数 ki, Ea, эө, K. LER 


Баха th Ny 0 | (1-2) 
于 是 1460, AAH 991-0, WE 

кі, te FE „А =Q 
WAX 2, s X, 线性 无 关 ; 所 以 “ 

К. =k, = s= че |) 
这 与 Xis Жу, es y RRTM! 于 是 150, 8 


k k k 


=CiX HENX Fe +c. x, 


мы 45 '% 


此 即 y 可 以 用 X, Xi se X, ЕЛИН MERI EE i9 
设 有 两 个 表示 式 ， 即 
ус Есе tid, 
PCN, Terma; Бес, 
由 上 面 的 靠 式 ， 有 
(с сї) (e ,—c ya, te (с, 1), =0 
ржа, Xas en X, ЕЮ. ИБА | 
Cie =À Ci=1,2, m,r} 

ЕШ Сас (i=1,2,"e,7) f (1-5) 1 
符号 U Ed AAM ;来 。. . | 
定义 1.1.4 МИ ЕТИ ERASE Rias ж 

ейи, MA 了 就 称 为 nR., mE V 中 可 以 找到 Баалабай ÉE, ЖА 

ДЕЕ ЕНЕВ, V 的 维 数 记 作 dimV 。 


Б, лка, Ла ааа Е, ЯГА 
палхиавњаанвхти, жини шк н, зях танхо а 


1, X, NĒ, <, XY £ 


АЛОВ Та о, ЗА а, аана 
间 ， 坐 标 同样 是 一 个 有 力 的 工具 。 
定义 1.1.5 {Ел 维 线性 空间 了 中 ，" 个 线性 无 关 的 向 量 e:，e，，…，e， 称 为 7 的 一 组 
基 。 
设 x БУЕ, BELLAR, ei, erpe, Ca, ХЭ, WELLT 
kn, х 可 以 由 e:，e:，…，e, ЖАНЕ, BH 
Xa estar est tae, | (1-4) 


(1-4) PA a, бу у Fy PR x ЙЕ 3 @1， Pay з, e, FEto Ја баң, а, 
..., а.) (1-4) 可 以 写成 : ` ` : 
(7 И 
A= (Gr Gy s. G.) E (езун 
Ej . | °] 
ЖЕЕ 1.1.2 аи 了 ЕУ n АЗК а, Fa, еу ж, HVPE 
一 向 量 都 可 以 用 它们 线性 表 出 ， 那 各 V дп Яру, WE А1, Cr, +, х„ ДЕУ 的 一 组 基 。 
证明】 КЕЛК Хх, Ma y Xa 线性 无 关 ， 所 以 下 的 维 数 至 少 是 п. 
Жуз, Уз, +", Yas Yasi EF PER п + AE Ж, 由 定理 条 件 它们 都 可 PL JA Ха, 
Xas „ Xa ЕК! 


| 
М С 1-5) 
| " . 


一 由 一 


y =c, iX Tc A, Tee c, X, (1,2,6, 0) (1-6) ` 


车 有 | 
kPa + у, HHE nYa 

把 式 ( 1-6 ) 代入 得 
1+1 "3-1 nt 
DRAR + Усаа tt DO Eca = 0 
i=l imi i= 


HAX, Ху эө, X, Зл, 故 


Ders=0, (712 n) 


这 是 一 个 以 4% 十 1 48 ki, k. эе, б 为 未 知 数 ， 由 # 个 方程 组 成 的 线性 齐 次 方程 组 。 因 此 
对 于 任何 国定 的 数 C uj ЧЕЗ kis k,, mn kris 也 就 是 说 ， 对 于 任何 Yis Yas "3 
Yon 一 定 是 线性 相关 的 。 H E $ 1.1.4 k V 5 w it А, Xis X, 0 7 A 
基 。 ， 1 

例 1.1.7 在 线性 空间 F(X), 中 

1, х, %2, ==, хет 

# п 个 线性 无 关 的 向 量 ， 而 且 每 个 次 数 小 于 "的 数 域 王 上 的 多 项 式 可 以 被 它们 线性 表 出 ， 
Э Ех), жп, 而 1, X, KË, зө, ХТ 是 它 的 一 组 基 。 | 

在 这 组 基 下 ， 多 项 式 

| f(x) =а, taxta, Hha, X? 

的 坐标 就 是 它 的 系数 (ev ар, ө а-у) 潜在 了 中 取 另 一 组 基 


1, (Х—а), (х—п)?, =<, (Xd) 
WTR f(x) 8k ЛҮ 


роху ау} бауба d) а 1111169) 


PL 一 -此 了 于 一 了 
《五 一 二 人 


国 此 在 新 的 一 组 基 下 的 坐标 是 


сауу <, fe) 
(иа), Р а), =, С. 


BL1.1.8 如 果 把 复数 域 “ 着 作 是 自身 上 的 线性 空间 ， 那 么 它 是 一 纵 的 ， 数 1 就 是 一 组 
基 。 如 果 把 复数 域 看 作 是 实数 城 上 的 线性 空间 ， 那 么 它 是 二 维 的 ， 数 1,i 是 一 组 基 。 
由 此 可 几 ， 维 数 和 所 考虑 的 数 域 有 关 。 


$512 基 变 换 与 坐标 变换 
在 上 池 例 1,1.7 中 看 到 ， 同 一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 是 不 同 的 。 这 书 进 一 步 研 究 它们 
一 点 一 


ZAHR. 


设 е1, еур", е. йе, ез, .... e, 是 4 维 线性 空间 六 中 两 组 基 ， 它们 的 关系 是 


el54181 +a, e,+=- +a, e, 
€=, +8,:е +6 азе, 
ЛЕТЕТИ арр ri ТЕТЕ ТЕЛЬ ФР ла 

ере=а,„е, +@ „е, +++ +2, е, 


或 者 可 以 写成 


(el, ej, =, е)у= (е, Cr ++, е.) 


式 《1-7 ) 中 的 矩阵 


\ 


w... СНА 
ЕТ йз» 
+.а d an 
(1-7) 
(1-8) 


称 为 由 基 е, е,, =, е, B el, el, =, е, ШИБЕ, CETEK. 
| txer, H x EAA ТИЈ (6,0, AAE iA, ›, Bp 


х=хуе,+х,е,+++++х,„е, 
=x]; trie; +++ е, 


写成 矩阵 形式 为 


х= (е, ез, +=, е.) 


= (е1, е, "*, е!) 


me ЕРОН ктт, оюк б = 


BR хх, ух 之 间 的 关系 。 
把 式 (1-7) 代入 式 (1-9) 得 


(е,, ез, w е„)| : 


х.) ` 
РЕ KPT *.. Gan ү! 
由 于 el， 和 е. ЕЗУ, 页 
Mi] (011 Gig + Gi, xi 
Ys |as: Өзу ч Qay х! 
. | { 1-10) 
x, N м» ... йаз x! 
ШТ 2 Жай, WK 
(z, Gil Gia * Giao n 
| | 
lx; азр yg ө asa | x, ! 
i = ; (1-11) 
: “+ +... e er | : | 
w fal 4.3 ... Gan Kar 


公式 (1-10) 或 (1-1I ) 称 为 在 基 变 换 ( 1-7 ) 下 ， 向 量 的 坐标 变换 公式 。 
[1.2.1 在 例 1.1.7 中 取 ei，eyioeye ,为 1 х, х2, s, Xt Mel, <, et% 
1 (х—а), (0—9), 00 Wei, ез, + е, 到 ei, е, е НЕ А 
为 . 
[1 —@ a? — 23 э 【一 Ca71 
0 1 —24 3a? a (п—1)(—а@у"7° 


А = 0 =... 1 一 一 39 ГІТ 


КАМ 1 —4 g? —а% s< (—may"i хіх 


K 0 І 一 24 +34? se (n—1)( —ay"" 2 x! 


: : = 0 Ü 1 — 3a +.. *.. Н 
ОХ, i0 Q we эзе sse ose ess зк ] xt; 


$1.3 线性 子 空间 


1. 子 空间 的 概念 


在 通常 的 三 维 几何 空间 中 ， 过 震 点 的 共 面 向 县 构成 一 个 ааа, 过 原点 的 共 线 向 
“ 量 构成 一 个 一 维 向 量 空 间 ， 而 这 些 向 基 集 合 都 是 三 维 线 性 空间 的 子 集合 。 在 2? 维 线性 空间 
中 ， 也 可 以 引进 相应 前 概念 。 
定义 1.8.1 1# 维 线性 空间 V RTEA W 称 为 钱 性 子 室 间 或 称 为 F а [з], Эп RERA 
O ETRA W ЕЊЕ х, y, WAR % 十 y ШЕЙ 中 。 
(2) ETRA W ФЕН x, FERRAR P h—# л, ШЛАКУ h. . 
HE X nf, ÆW pim Д-р ХХ, x,, ++, Xa РЕВ т ЇЙ Ats Arret 
4m， 则 向 量 : 


A ix + AX: Ft dn 


BEW 中 。 换 名 话说 ， 子 空间 ЗУ 中 任意 有 限 多 个 向 量 的 任意 线性 组 合 仍 在 玉 中 。 

由 定义 不 难 证 骨 下 述 定理 。 | 

定理 1.3.1 “ 维 线性 空间 7 的 子 空间 仍 为 线性 空间 。 

证 明 留 给 读者 。 

既然 线性 子 空 间 本 身 也 是 一 个 线性 空间 。 上 面 引 入 的 概念 ， 如 维 数 、 基 、 上 坐标 等 ， 当 然 
也 可 以 应 用 到 线性 子 空间 上 。 因 为 在 线性 子 空间 中 不 可 能 比 在 整个 空间 中 有 更 多 数目 的 线性 
无 英 的 向 量 。 所 以 ， 任 何 一 个 线性 子 空间 的 维 数 不 能 超过 整个 空间 的 维 数 。 

例 1.3.1 .在 线性 空间 中 ， 由 单个 零 向 量 所 组 成 的 子 集 全 是 一 个 线性 子 空间 ， 叫 散 9 + 
空间 。 

11.3.2 线性 空间 了 本 身 也 是 了 的 一 个 子 空间 。 | 
‚ЖӨН, ата kay ОО Д.38 8), тенета 
BEFAL FEN. 

11.8.3 F(z), BRAH Р(х] 的 子 空 间 。 . 

DEXi, X, s, X, 是 线性 空间 了 中 一 组 向 量 ， 不 难看 出 ， 由 这 组 向 量 所 有 可 能 的 线 
性 组 合 

Кос (+E, te tk, x, 


构成 的 集合 是 非 空 的 而 且 对 如 法 运算 与 数量 乘法 是 封 阅 的 ， 因 而 是 了 的 一 个 子 当 间 。 这 
个 子 空间 叫做 由 Xi, Vao +, X, 生成 的 子 空间 ， 记 为 


1Ь(ж\, Aag ө, х.) 


іар, АГ 8 АРРАН, ор, ШУ E V ВО + 
空间 ，WW HERRER., а, х, s x, E ЫЕ, TE 


WL, х., khá) х.) 


2. 子 空间 的 和 、 突 、 直 和 


定义 1.3.2 工 维 线性 空间 了 的 两 个 子 空 间 了 : 和 了 : ЗЕ, BEMAR 在 了 中 ， 又 在 
V, 中 的 向 量 构成 的 子 储 合 ， 记 作 V NYa. 

显然 ， 子 空间 的 交 仍 为 子 空间 。 

定义 1.3.3 n ARESA TV 的 两 个 子 空间 站, Ж V, 的 和 ， 是 由 所 有 形 如 


| z=x+y, x€V i уЄЎ, 
ВОРЕН, ЗАТЕ V +Y: 
显然 ， 子 空间 之 和 仍 为 子 空间 。 | | 
1.3.4 在 三 维 几何 空间 中 ， 用 六 表示 一 条 通过 原点 的 直线 ,Ys 表示 一 个 通过 原 点 
TES V: EERTE, WA V I 55 V, 的 交 是 140}, m Vi БУ, 的 和 是 整个 空间 。 
例 1.8.5 ШУ, 与 了 ,分 别 表示 齐 次 方程 组 


aX +9132. Tess 2 | x, == 0 
2,112,523 Fe Fa, „К = 0) 


2.11 +2,:х, Бен Ба, .х.5=0 


Г +, Hee +b, x, = 0 
| | 

Жж, ЖАТУ. ПУ, 就 是 齐 次 方程 组 
1 
A,X, Ha ss Fee ha, х, == 0 
Biixi Б, t+ br, C—O 


Vb, 14] +b, zx, += +b, „Ya =D 


的 解 空间 。 
关于 两 个 子 空间 的 交 与 和 的 维 数 ， 有 以 下 的 定理 。 
定理 1.3.2( 维 孝公 式 ) ЊУ 与 了 是 线性 空间 7 的 两 个 子 空间 ， 则 


dimV , -HdimT =4а(У,-+У,)у+фт(У,ПЁ,) (1-12) 
(证 明 】 idim, =m, dim, =%,, dim(V, 1 V,)=m, ЖУ, ПУ, 的 一 组 基 


— 8 — 


His Kas s Ka 
它 可 以 扩充 成 的 一 组 基 

Xis Ж, s, Xas Yip =y y, = 
也 可 以 扩充 成 了 。 的 一 组 基 


Kis Жү, +, Cas Шү, ө, Z 


nya 
а 
Vi=L(X i, +, Жы, Yis өө, У.а) 
У =, +, Жш, Bip +", ®„,--) 
所 以 | | 
в V,+V,=L(Xi, +, Ж, Yis s Урон Bis "s Ze,-m) 


k x He Б Xa tpi Yi Fee b, Ун я 
a TE TE a: POUE PE) 


=k, Xy БГ HPY 6 Tp. SY..." 
= f g, m 一 人 am Ža, -m 
由 第 一 个 等 式 知 EV， 由 第 二 个 等 式 知 ET :， 于 是 xCV ПУ,, Bu + 
х= 1\5, += +L, 
出 
пх + aa E e E SE- T 6 9, S. la 


НП 
Lx + Б, Fg 2 Fee +g, Z. Q 0. 


HT X, Xo чө, Xa Ж, "s Za -n REER, MA 
Lim. = 0 = E, 
Bi x=0 ， 从 而 有 
| ki 十 БЕХ ВРУ Fee Fb. -nY a-m 
ШР Хз, w Xas Yo ө, y. ЕЕЕ, XE 
= p= =p, „= 


这 就 证 明了 Xis +, Xans Yu ө, Уаз Zi, Za, -n ЕЖЕ, Bm EEK +F, 
О, У-У, HERA n tnm, TERRARRE. 1 
子 空间 的 走 和 是 于 空间 和 的 一 个 重要 特殊 情况 。 — 
SEX 1.3.4 设 了 ,，7: 是 线性 空间 V 的 子 空间 ， 如 果 了 : +， 中 每 个 向 县 的 分 解 Ж 


一 8 一- 


RE Пън rinna" тсз те ШИН ЕСЕНИН 


х=х,+0,, х, ЄЎ, x, EF, 
是 唯一 的 ， 这 个 和 就 称 为 直 和 ， 记 为 了 ;十 了 ，。 
定理 1.3.3 和 了 :十 了。 是 直 和 的 充 要 条 件 是 等 式 
x х,= 0, x, C V, (i=l, 2) 
REx, 全 为 零 向 量 时 成 立 。 О | 
(证 明 】 必要 性 ”由 直 和 定义 ，V ,十 中 每 个 向 量 分 解 式 是 唯一 的 ， 所 以 零 向 量 的 分 
解 也 是 唯一 的 。 
充分 性 设 关 ET7 +V, 有 了 两 个 分 和 解 式 
х=хХх,-+%%,=у,|+у,, Xis У, СҮ, (121, 2) 
于 是 
《二 
其 中 和 ,一 9， EF, ( i=], 2) 。 由 定理 条 件 有 
X,—y =0 ‚ X P= у, ( i=1, 2) 
此 即 向 量 x 的 分 解 式 是 唯一 的 。 1 
推论 1.3.1 #IV +V, 为 下 和 的 充 要 条 件 是 
| У ПУ, = {0} 
{证 明 】 ЖЯ ik 
х +x,=U, x CY, (i=l, 2) 


那么 
Xi=—X: €F NY, 
由 假设 知 
Е ы 
ЙДУ, +V, 是 直 和 。 О + | 
必要 性 ” 任 取 向 量 “ETi ПУ,, Ф 
x+(—x)=0 , ЄЎ, (—x)EY, | ' 
因为 是 直 和 ， 所 以 | 
x= —x=0 
此 即 | 
СПУ ор ` ШШ 


定理 1.3.4 ЖУ. +, АНЕ Үт А ФН жс, Ж, “5 
аӊ, 与 在 V, 中 任 取 一 组 基 : 和 Wags эе) за,» 出 向 其 组 ү 
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Xirs Kiss ө, Kings зуу азу se у, 


юй r ме 站 一 组 基 。 + . 5. G F 
【证 明 ) 必要 性 ШхЄЎү-+У,, BÍ зо. б 
х= TA, x, ЄЎ,, ( i=j, 2). 


*, ука» | 2 Лоле т Фах {рн 


1=1 ， 于 一 1 


故 得 
x = Уя tos, 


ШИП x 可 由 Kijo X, ( j=1, Z, +, П; k= 1, 2, “es Ho ) 线性 表 出 。 现 Ж), ‚Жз. 
RETR. ERE, i О 


Sesu t Benan жыша 
k=1 : 
由 定理 1.3.3 知 
L! ` ЫҢ . © 
Dje =0, Ус», =0 


Н Axu REER, e ci =0(j=1, 2, == ny), X B x, аж, йс саз 

( k=l, 2, =, r.) FE Xij Xr 线性 无 关 , JA 43; da 构成 了 十 7 ,的 一 组 

ж. 7 | НИС бел үзүк 
充分 性 wxc +V, 有 两 个 分 解 式 


X=X;, FN =Y +Y x, y, CV, (1=1, 2)... 


(х. —y:)+(Q,—y,)=0 


i=: Yi, Z=, ys ҮЛ А Тра СА 
显然 ，%1 €V, s€., Ж и 
.; х) Я : 
T= PA 2, = DCX Eas 
i=1 tei i ` 1 
于 是 І : AAE 
ži i LI ` 
Zi tgr =D, ci Xi + Уса 
ist ка 


ШР Xis, х,. 构成 下 : +Y, 的 一 组 基 ， 所 以 set q=), 2, ss, пру k=1,2, 
e, 21), BERR созу 
—11— 


ктын акчу. a a PALIAR А СААН s og с —- 


多! 一 名 ;二 请 


ДЕ! ху=у,, X=Y: 


这 就 证 明了 了, +V: 是 下 和 。 Е | 1 
定理 1.3.5 У, +V, 是 可 和 的 充 要 条 件 为 
dim(V, +V,)=dimV ,+dimY, (1-13) 
证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 
定理 1.3.6 设 避 是 下 的 一 个 子 空间 ， 则 一 定 存在 一 个 子 空间 玉 ， 梧 得 
yY=U LW 
СЕ) gr, Xis эзы Xa E U HRE, EEE ЭА V a 8 M x, ++, жы, 
Kart +”) Kao Ф : о 
W=L(X,. Na, oo ЖС) 
RW 即 为 所 需 。 | | 1 
$1.4 线性 变换 
1. 线性 变换 的 概念 


”定义 1.4.1 & V 与 了 Ааа F 上 的 两 个 线性 空间 ， ВЕТ л. V i— V, IE 
线性 变换 ， 和 如果 对 于 六 的 任 他 两 个 矢量 х, x. cV: 和 任何 数 АСР, T 


EAE TES MERACIE T CX) 
(ДХ) A NL) 


即 映 射 ,是 可 加 的 和 齐 次 的 。 
例 1.4.1 设 4= (aey) тхп ИШ, ЯУ: К'->К" 由 下 式 确定 


м (х) = Ах, yx € R" 


不 难 验证 .x EREE., 
к х,, Ху, "=, x,CV,, À Аз, ..., i EP, 内 线性 变换 .x 的 定义 可 得 


ANIA) 
= A (m i) A (X. 
特别 地 | 
w (0) = 0 
W (—x)= — л (э), ЄЎ, 
[M (x, куби) с) 


2. 线性 变换 与 矩 泗 
EAEE TTET ЖҮ, 的 一 组 基 ， ViVe Ya Ж: 的 一 组 基 。 因为 EF, 
% . . 


w (w )= Ула, y, (ў=1, 2, +з, n) 


і} 
或 写成 
CUP Жур y 5 Xa) 
= A(X), A(X), w, S (X,)) 
_(У ау, Dto .... У а..>,) 
isi i=1 ` ©} 


аг йур ... ЕЛЕ 


={(У, Уз, тө, Ум) (1-14) 


41 Gss 4.4 Gaa . 
А (1-15) 
аљ] Яз ` (as 
所 以 式 ( 1-14 ) 可 以 写 为 
х1. Xas w, Rs Ур, s" У.) 4 { 1-16) 


Жр КУ) 12 KE 38 E (ха, Жз, ey X) 5 Yo’ Уз» **› Ум ) ЋЕ Е. 
wrc, 


x = Ух, x, 
юж (xy6 V :可 写 为 
A (x)= >й, y; 


1 1 


另 一 方面 


w (x)= (> х.х.) ух (x) 


isi i=l 


-Sy ау, Уа, к у 


аб јез i=1 “і 


因为 эё о) Еу, 0k ` 


y = 2>]й;+®‹ (j=l 2, ы 


i=1 


每 成 矩阵 形式 为 


#1 qia fie 41, 
Ye 251 бу, Goa 
. 

Н ... 

У» qar бык += . а, 


s (1-17) 称 为 线性 变换 在 给 定 基 Сд, ха, 
变换 公式 。 


(1-17 ) 


... a )》 与 (3 Уз, h, У.) ТЕ $R 


ИНЕ, B.V =Y ,=V BF, WAER C, х0, se х, MH 


M (w )= >a, x, 


于 是 S (Xi, X,, 1 


= Xi, S Ns, “" 


A х.) 


‚ XXa) 


=(X i, X,, ‚ х.) ( 1-18) 
ањ 1+ .. + + 
Aal Ont + Qan 
线性 变换 ar 在 基 Xi, Warr +, X, "КЮЕ Жл. 
1 EWI Zia t.. ау, „ 
йү бу жэ dz, | 
A= 01-19 У 
а р кы Aan 
是 2! 阶 方 阵 。 向 量 坐 标 变换 公式 为 
УІ Фур is а» ! 21. Ху 
Ya Aai Arg "e Gy, Fa . 
= (1-20) 
Ya Gal а йк, | x, 
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` 


下 面 研 究 的 线性 变换 .wx ИШЕ А 均 属 V =, = 的 情况 。 | 
пр 中 取 定 一 组 基 Xis X;, 9, х„, {ЕҢ ABRE А= (а, ,), 则 可 49 
жт" АЛАШ Е 
y= Daas . (ї=ъ 506 ny. ` (121) 


EZ, t ЯЛЕ Уз, Уз, e, У, ev, 由 式 ( 1- ЕНЕВ А, 
Ж, 2 个? 维 向 量 和 站 阶 矩阵 一 一 对 应 。 | 

定理 1.4.1 在 4 维 线性 空间 PREA mi， X, эө, 0, 对 了 中 任意 z 不 向 量 
1， 4， "Ys 存在 一 个 且 只 有 一 个 线性 变换 ， 它 把 у, э, 分 别 映 为 yas Ya» 
=, у BH | О Е 


у= (х,у) (j=1, 2, е, n) 


(HEDI) ЖУННЕН Е х= Уухх, ЖИВА 


j= 1 =! 


хека i 
MEY AV ARERR, RRE 
#(Ах+и') i 
= (1 272 x, +# >; ER 


«(ок tupas) 


Бк, + BDY 


fai 


= злу, + uzi У; 


i=1 


SAYyTHY «А э XN) FH (e) 


(x )= y; (ј=1, 2, ms, n) 
现 证 了 唯一 性 。 如 果 存 在 线性 变换 多， 使 得 
BRD 《1 25. w n) 


那么 对 了 PRERA M х= >ух,х,, H 


#(ху= BF ws) Уух, F(x) Е 
fai . a. ызы 
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= z y = Y (ae) 


即 唯 一 性 成 立 。 1 
定理 1.4.1 表明 ，z 维 线性 空间 中 的 线性 变换 在 固定 基 下 和 ?# 阶 矩阵 一 一 对 应 。 
显然 ， 同 一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 表 东 是 不 同 的 ， 但 它们 之 间 却 有 一 个 重要 的 关 
Ж. | 
定理 1.4.2 在 线性 空间 了 中 取 定 基 к, х,, s, X. 5# y, Yos =‚ Yas 假设 基 
变换 为 О. 
(is ry Y= Ns ny х„уР | 
线性 变换 .w TEX 6, х, 下 的 矩阵 天 示 为 4， 在 y:，…，y》,。 下 的 矩阵 表示 为 了 8， 则 
В=р-1АР 
{证 明 】 由 定理 条 件 知 有 . 


CIP w... m.)=(X i, w A 
W (yi s Y= Ys ©, y.)B 


(yi, = M.) (XI, +, x.) P 


ка 
Су, =, P= (Xi, +з, XP 
= (01, +, 2.) АР 
(у 5 у= (ур = УВ 
=(X =, x.) PB 
”因此 


(Х|, ..., х„)АР=(Х,, >, х.)РВ 
根据 ху, =, x, 线性 无 关 就 有 | 


АР=РВ 
= B=P-1AP | 6 
定义 1.4.2 п АЯП B RAERD ТЕТЕ ПИРЕ 局， 使 得 
В=р-1АР | (1-22) 


不 难 证 明 ， 相 似 关系 有 下 列 性 质 ; 
(1) 反 身 性 AFA Hi 
(2) 对称 性 若 4 和 3 引 相似 ， Жл 相似 ; 


(3) 传递 性 ABU, B h C HU, Ml .A TC ЖШ. 
因此 相似 是 一 个 关系 。 经 常用 4 一 3 表示 AM B 相似 。 
H 1.41.2 ШЕЙ S 在 基 Хх, Xa х,у, X, 下 的 矩阵 表示 为 


1 3 2 8 
5 7 Ü 1 
3 0 1 3 
1 1 2 2 
试 求 线性 变换 在 基 y А, уран, YEN Tx, БА у= +X HX HN 
ТЕ. 
(М). ж®— H3EBE 4 的 定义 知 
oR =X +30, +X, 
(一 3 和 +7x, +. 
F(X =2N, +æ, H20, 


m (m .)=8X0 HX 3X, H2 


于 是 
L(Y =A =A +50, 30, + X, 


= —4У:+2у, T2y, +y. 
S (y,)= m (X -+x,)=4X,-F-12X, 30, T 23, 
=—8yit9y, ty, +27, 
A =A (xi tN, HX) 
=601 +120. +40, HAN 
=—6y i L8y, HiFi 
AY =A (m Tx, БА: La) 
ETETE 132, TE TETEN 
‚ =У+6У:+У,5+5У, 
所 以 在 新 的 基 уз, Уз, Уз, У. БИНЕ 


-4 -8 —6 1) 
2 9 8 6 
B= 
2 1 0 1 
1 2 4 6 


法 二 ”可 雇用 定理 14.2 R B, НЕ x, 到 y, ИЕШЕ 


OT Чр ав Wanani Зит Карна H span б. ато ча эйр | 


0111 
P= | ` 
00 1 1 
0 0 0 1 
从 而 
1—1 0 0> 
0 1—1 0 
P t = 
0 0 1—1 
| ооо 1 
所 以 
1—1 0 OYri 3 
一 1 0lis 7 
P-1AP= 
0 о 1-—1|i3 0 
0 0 0 171 1 
(| 
| 
2 9 8 Bi 
к= ` = П 
2 1 0 1 
1 2 4 6/ 


з. 线性 变换 的 值 域 与 核 


定义 1.4.3 设 尺 是 线性 空间 的 一 个 线性 变换 ， 
合 称 为 线性 变换 巡 的 值 域 ， 记 为 .了 。 即 
му {у= (x)| xE} 


显然 WYY 是 了 的 子 空 间 。 


名 


在 这 组 基 下 的 抑 阵 表示 为 A, MH 


”定理 1.4.3 设 .的 是 二 维 线性 空间 V 的 一 全 线性 变 换 ， Kis W>, y х, 是 


14 


线性 空间 V rh EN О Bj Їй Ж 


(1) AVEL (ху), ARa, ws S (x,.)) 

(9) МҮ = À Ж 

(证 明 】 第 一 部 分 结论 的 证 明 留 给 读者 。 现 证 第 一 部 分 结论 。 
HARR V EHAE 


у= =й, Haaa jl 2, т, 


n) 
(1-28) 


ДВ ЭФ [Н] > 所 以 向 量 组 Уа, Узр, Ya 中 任 一 极 大 线性 无 关 组 V1 Yir wy Yir 
是 мую. 9-00, V h B 8 y= уа, 唯一 地 与 "中 一 向 量 (fyzs 
о, LEEA F RERA НТА EER PE n AAE yy Yi, 


Arh 
| + Уз» у= (ау, G, w ау) (ў]=1, 2,зе, т) 
于 是 ун, Yio +, Vip АЕ yi, yi, =, У НЕКЕ Si ЯЯ, ` 
由 式 (1-23). 8. ‘ 
Git 2,1 й і 
аз Osa = а н? i 


Gia Ban ... лм 


因此 У!, yi, «6, у БВ Айуп АЕ. h TER 4 的 获 等 于 列 向 量 中 极 大 线 性 无 
关 疝 县 组 的 向 量 个 数 ， 因 此 也 等 于 ?1，…，2?8 中 极 大 线性 无 关 向 晤 组 的 向 其 个 数 ， 即 x 


的 维 数 。 К. 1 
5.1.4.4 ERAT 的 维 数 称 为 线性 变换 .x 的 秩 。 | 
显然 ， 线 性 变换 .x Кат ТЕКЕ ТАК А Busk, 
定义 1.4.5 设 .是 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ， 线 性 空间 了 中 ， 所 有 被 学 变 成 零 向 


量 的 向 量 组 成 的 集合 称 为 的 核 ， Ше -:00) т. m 
10 {XEVI A (ху=0} 
-BRAO 是 了 的 子 空间 。5 -1(0) PERRAS HER. 
定理 1.4.4 R E п ЕВЕ ИПИЕ НЕЛЕ. HH 
эн ее» | | 
证明) БФК т, ТЕК HO PRHE хл, Xa, =s Xos HEETE 成 
V 的 一 组 基 х1, А0, өө, X, 0,015 же, Wao 根据 定理 1.4. 3， 入城 .六 是 由 
AK Жу, эе, AXo, AXXa s, Я, 
线性 生成 的 ,但 是 ax = W x. = s =. x. = 0 , 所 以 YT 是 由 
SX... AX, m, x, 
线性 生成 。 现 在 来 证 明 它 们 是 线性 无 关 的 。 
设 | 


> k x =0 


i=r+1 


根据 -x 的 线性 性 便 得 


Ta 


(С tx) 


rr +! 


这 说 明 5 kx C-O, В 5 Кок, 可 由 xi =, х. ШШ, HH 


{+1 {+1 


> ua = De, 
i=rt1 i 
№ Xis Xa, +, 20, 线性 无 基准 出 
L. =0, c =0 (i=l, 2, =e, Т} }=т-+1, +», 1) 
因此 х,у, аб, оз, се, б, REER, E ZV 的 一 组 基 ，-Y 的 秩 为 4--r， 于 是 
Е HRE = n 1 


ERRI BATZA V 与 a-i) 的 维 数 之 和 为 x*， 但 是 “V+ 00032 
TERTA. Min REZE FO. H, $ 


#(}‹х)у= f'(x) 


F(z).- ESEU) o 


1. 线性 变换 的 不 变 子 空间 


сечата июне, леев яттан, нида 95 
示 线 性 变换 的 第 阵 与 线性 变换 的 内 在 联系 。 

定义 1.4.6 ЖГ Ж ЫР 上 线性 空间 六 的 线性 变换 ,W 是 了 的 子 空间 ， Ял СТУ, 
ЩИ 是 -x 的 不 变 子 空间 。 . 

例如 ，y 后 身 就 是 不 变 于 空间 ， 它 是 任何 线性 变换 -x 的 不 变 子 空间 。 线 性 变换 A WE 


WAV S 2100) 都 是 x 的 不 变 子 空间 。 | 
EW Жл ВАЕ 0], хз, X ө, х, EW 的 一 组 基 ， 再 在 线性 空间 了 ЛӘ 
1 — ?个 向 基 ， 使 得 х1, х,у ө, Wrs ptis s %。 是 下 的 一 组 基 ， ARERR E 这 组 


ктен, | 
25, жс, 所 以 (1 м(х,), Мы S (X) Ж X, Хз ө, x, бу 8 


性 组 合 ， 因 此 
RI)=A Ni 


#“(х,у=а,,Х у + +a, ,x, 


A (x .)=a, 11 += +a, -Xr 
A CNR) A ,+ ХіН 4,1 РАЧЕ РИ +++ 
+a,. 1. x, 


一 20 一 


F(X) 0,11 +. +a. x, +а,,.51&.+1 + +z, 2 


所 以 对 这 组 基 面 言 ， 线 性 变换 .的 矩阵 表示 为 


(бзр Bar ee apr pèrs = Gal 
iz Agg =" Gos Gelsa "e Gug 
J oe + + ТТР ав + + жа» 
A= |a, а, а. GQ... аһ, 
(als erl “ а у „+1 
0 
\ Arisna = Gan “i 
| N 
= ( 1-24) 
0 A, 


这 是 一 个 准 上 三 角形 矩阵 。 
` KZ, War a, Wt x, ТЛВ (I-20, FAR IE 
Haw, ee, ж, ОЕ з 的 不 变 子 空间 。 

上 面 讨论 了 线性 变换 的 矩阵 表示 是 淮 三 三 角形 和 不 变 子 空间 的 关系 ， 下 面 讨论 短 阵 表示 是 
淮 对 角形 和 不 变 子 空间 的 关系 。 

设 玉 是 线性 变换 .x 的 营 干 个 不 变 子 空间 的 直 和 


V=W,+W,-- +W, 
在 每 一 个 子 空 间 环 ， 中 取 基 
у Xiz ..., Xir; (i=l, 2, "+", 5) А (1-25 ) 


Jh retrat tr =n=dimV, н А У 的 一 个 基 。 容 易 验证 ， 在 这 组 Ж 
下 必 的 矩阵 表示 


( 1-26) 


其 中 4 Ж т,хт, БЕ, 
Ez, ЖЕН S ТЕЗЕ (1-25) ТИЗЕ ТОЕ (1-26), ДЕН (01-25) 生成 
HTZ И, E. 的 不 变 子 空间 。 


за pero. у + {гит 是 ТАЕ ааа 


这 个 证明 作 为 练习 留 给 读者 。 


1. Ea kis Fi 
这 一 节 我 们 来 讨论 在 矩阵 理论 中 具有 重要 作用 的 特征 值 和 特征 向 量 的 松 念 。 在 后 面 的 讨 
论 中 将 会 看 到 ， 特 征 值 和 特征 向 量 在 化 矩阵 为 对 角形 的 问题 中 ， 占 有 特殊 的 地 位 。 
定义 1.5.1 设 Y 是 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ， 如 果 对 于 4,EF， 存 在 一 个 非 零 向 
FE x, {нй} 
а Д (1-27) 
RE, MER A. НЕЙ, x PAV 的 属于 2 的 特征 向 有 最。 
下 面 讨 论 特 征 值 和 特征 向 量 的 求法 。 . 
1% V ЖЕР Ей n ВИНЕН, x, Vao <, ж, EV 0-0, # 是 了 的 一 个 
线性 变换 ，.wx EAE TED 4, Ae 为 和 的 特征 值 ， 为 所 的 属于 4 的 特征 向 量 。 
= 
由 式 ( 1-20 > 把 式 ( 1-27 ) 改写 为 
EDN бх" | 
A| i =i] i К (1-28) 
aoj | ЫНЫ | | 
这 说 明 特 征 向 量 * HEROD, хор, эе, xt) 满足 线性 齐 次 方程 组 
аз: aí, es Бар, A 21 | 
ИЛИИ 
РА ЛЇЇ 
ИП 
СКА о 011001 ауз — me 0р0. 0) 
| 一 如 2 iX | T T TPES — * — G, 1, = 0 | 
| | { 1-29) 
a ,0 | 
ЊЕ х0, ВАЕ о, Ч, ++, CO REAR, MIR BE BR (1-29) Ж ЧЕ 27 
解 。 而 方程 组 《 1-29 ) 有 非 零 解 的 充 要 系 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 。 即 


i —@„1 0.3 e. Agian ` | 


定义 1.5.2 ЛАР EA n ЕВЕ, А 是 一 个 文字 ; АМРАГ, кр № We 
ДЕЗЕ, FAR 


Å Tâ 一 io с 0р, | 
| 
0:1 A—a, Å... — 95, 
АТ, А : | (1-30) 
` | man таз пле те pag wawa ‚те тее paq кет wna was пур i 
: a 2 — 2 | 
— 1 —@ s Аар | 


称 为 А кунд ДА, À 的 特征 多 项 式 的 根 称 为 4 的 特征 根 ( 或 特征 值 ) ， 以 4 的 特征 根 
д, 代入 方程 1-29 ) 所 得 到 的 非 零 解 ， 称 为 4 的 对 应 于 4。 的 特征 向 量 ， 简 称 A 的 特征 向 
ш. 

ER АШ £ sky СТЕ Hl n AR, MEERES RAEN — 4 n rE АЖ 
“个 特征 值 (ЖИШШ) „ BEBE 4 的 所 有 相 异 特 在 值 的 全 体 称 为 4 的 谱 ， 并 用 асл) Ж 
IRo ° 

定理 1.5.1 相似 年 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 。 

GERD 设 

В=р-1АР 
ГВ 
JAI, B|= АІ, P7 AP, = | PAL AP) 
= 1PMAI АПРА, 4 - 1 


推论 1.5.1 相似 矩阵 有 相同 的 谱 。 
由 定理 1.5.1 ETER. 
扒 论 1.5.2 i x БН À ITEE 4 所 对 应 的 特征 向 量 ， mi P- tx kE B= Sp-1AP 
的 特征 值 4 所 对 应 的 特征 向 景 。 
(证 明 ) 因为 | 
В(р-:х)=Р-:АР(Р-!х) = Р-іАх 
=4(P-!x) 


故 得 。 1 

由 定理 1.5 .1 可见, 线性 变换 的 婚 阵 的 特征 多 项 式 与 基 的 选择 无 关 , 它 是 直接 被 线性 变换 
决定 的 。 因 此 ， 以 后 就 可 以 把 炬 阵 的 特征 多 项 式 和 特征 值 说 成 是 线性 变换 的 特征 多 项 式 和 特 “ 
征 值 。 由 公式 ( 1-11 ) 和 推论 1.5.2 可 见 ， 线 性 变换 的 矩阵 特征 值 4 所 对 应 的 特征 向 量 %* 也 


ee sume тә аа жу ертс аб аерыр. Сао s 


“ЛЖ НЕЛЕ КЕЗУ ШЫН РЕ ГАТ ЖЬ E, АЛТ a ARE ЕЕЕ РЕНӘ КЕЕ ПЕР ШЕЕ Ж 

定理 1.5.2 Ao An = A, 25 ARRAREN, Хз, x,, ++, X, 是 分 别 属 于 
-Ais Жэ "у A. ВНЕ, Hj 1, Ха, +, Ж, REER, 

GEH) iZ 


сах HCX с w  =0 
A-A ERERAM, Ж 
《4 一 42)caxa 二 (41 —53)6%4Жа-К+=+С(5:—Б5,)с„ж,=—0@ 


再 以 А,1„—А EREA, A 
(42—45) (4—4 з): tet A mA AAC, =0 


继续 上 面 的 过 程 ， 最 后 得 到 
ArT A A ArmA eLA pA. 
WD À 284; (ај), X. 30, БИА 
с,=0 
ТАЈ EE ар нЕ 
бр: = e С, =À 
| Жї, Ж, w, X, REEE. 1 
定 尽 1.5.3 设 Ais Ars =, 4 .是 4 的 谱 ， 其 重 数 分 别 为 了 $1， Фа, "s b. ШЕЕ 
РА, 的 代数 重复 订 ， 齐 次 方程 组 4x=14:zx 的 解 空 间 称 为 4 的 特征 子 室 间 ， 记 
EV... 
显 热 ， 特 征 子 空间 站; , 的 维 数 就 是 属于 л, 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 大 个 数 ， 称 为 
A 的 几何 重复 度 。 . 
定理 1.5.3 EE 4 的 任 一 特征 值 的 几何 重复 度 不 大 于 它 的 代数 重复 度 。 
(ЧЕЙ) 设 4: 为 4 的 一 个 特征 值 ， 齐 次 方程 组 4x% л ,XxX 的 基础 解 系 为 X，，X:，…， 
Ns Ж X,. ". W, ER 
XI, =, Жү, Жү, +, X 
构成 了 的 -~ 组 基 ， 命 
Р=(х\, "б Жу, Жур, ж, x,) 


#& P-1P=(P-1x,, Р-їх,, е, Р-ї%ж„ү=1„ 
1 


л 


此 即 Pixi1={1, 0, +, 0), P-lx,=(0, 1, 0, =, 0)7, == 
Р-\х,=(0, ee, Ü, 1, ...; 0)", .... P-lx = (0, ыыы 0, 1)? 


于 是 
Р-1АР-(р-1Аху, P-iAxs, < РАХ, эе, PHAN) 
s=, P lx, AiP-!'X ,> "mty 


А:Р-1х,, Р-% Ах, ,,, ..., Р-14х.,\ 


А1 : 
Мз, : $ 

= A: 1 
| 0 } 4 


Жор ож (r-k) ХФ, жу kx (9—0) 矩阵 ，4 RR n— ИЯ. 

因此 | | 

J4I,—A|=124I,—PF-1AP| 
=(A—AD' 41. — Al: 

这 说 表 ¿ (0Л Е ( 它 所 对 应 的 特征 向 量 个 数 ) 不 大 于 41 的 代数 重复 度 (特征 多 
ДЗК АЈ, Al 中 因子 1 一 41 的 次 数 ) 。 1 

推论 1.5.3 ARARE 4 的 特征 值 14。 的 代数 重复 度 是 1 ， 则 uimy7 :一 1。 

证 略 。 | | 

定理 1.5.4 É АШ Л Аз» Års se Aet Xirs Xirs ө, Kim, E: А É RTE 
{Н л, 的 线性 无 关 的 特征 商量 ， W Xir Хз “ty ае,» Худу Жз) ө, Pn "бз 
„з, Xy тє, Жз, 线性 无 关 。 | : 

ПЕВ) & 


сатта Fee са, Жи, Traer He 
+c, X, + тС, =Ü 

Ri, Жс € F(i=1, 2, =, т; j=1, 2, == M) Ж КЕЕШ A I—A, 利用 
‹2\41—-Аух,,=ф(]=1, 2, =, түу j dx. = A S (i=2,3, +, тү J=1,2, +, 
т.), Mi 

Сда А eX a е (Ал Ас, Kpn =й 
ЯЕ 21-0), 01-4), =, (4,1—4), ЖИВ _ 

ArmA Aa SAD (А, aC ade. Vpn )=0 
因为 

А.А, (j=l, 2, +, r—1) 
9 


Cpp +e, X. Tee, н = 


Th PHARA HIRA C. Q сте 


HA X, Kars 1s Xrm 基线 性 独立 的 ， 所 以 


Ep150 I m= == C. =Ü 
重复 同样 步骤 ， 最 后 可 以 证 明 所 有 的 “: = 0, ) 


2. (ERAI MER 
可 以 认为 对 角 和 矩阵 是 矩阵 中 最 简单 的 一 种 ， 现 在 我 们 要 研究 矩阵 4 НЕВЕ 相似 的 
АН, атыз „иши 4 SN AEREE АНЕ AA w анн Ж. 
证明] д0 WREN Р, WE 
| P7 AP=diag(Ais Ass се, 4. (1-31) 
其 中 diaga даз s AD 天 示 对 角 线 元 素 分 别 是 A Л, =S АЛАДИН 阵 。 
把 P ЖЕЗГЕ ЕТ Ә He 
Р={(х\, Xp "=", х.) . ( 1-32) 
К (1-32) ЖАЗ ( 1-31 ) 得 
| А(Х1, +=, QA = (Ху, s, QX Odiag(A is Ass s Aa) 


TË 
Ax = AN (i=l, 2, +, п) f (1-33) 

因为 了 是 满 穆 的 ， 所 以 Xi x; <, ж „Ж ТЕХ ЕЙ» АШ B Ж (21-33) 30, АЯ 54 

Е 329 tej Ө Ж | . 


充分 性 设 А 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 EE ‚д, Ах, = 4.0, (1,2,5 
п), fr | 


P= Xi, Xas =, Ж) 
显然 P ЛАЛЫ. i 
AP= A(X1, Xy, +, 0.) 
= (AX, Ах,, +, Ах.) 
=(A imi, AX zs s Apg) 
= (А1, Xa, ws X,)diag(4 1, Ars "s Ån) 


= P diag ( Ais Аз» w"... А.) 


Р-:АР-=іав(2;, Аду es An) 1 


推论 1.5.4 设 P-L4P-diag (41， Аз» wy Аһ)» HI Aa, Àn ..., 4 ,是 可 的 ?个 
特征 值 ，P 的 第 1 个 列 向 量 是 4 的 属于 特征 值 41: 的 特征 向 量 。 


| 证 略 - . А А | илат р - ы | И . | 

定理 1.5.6 才 与 对 角形 相似 的 充 要 条 件 是 4 的 每 一 个 特征 值 的 代数 重复 度 等 于 几何 Ж 
FE, | f л = 

[证明 1 оп EREDI Аа» Аз» "ө, Åsa Ai КЕЕ Ж, 几何 重复 E 


A m i(i=1, 2, ==, т) 
Wi 
pi +h, Hee +p, =n 
由 定理 1.5.3 HI 
mitma +e tm, р Pat Рр, ` - 
HEM 1.5.54 
Mmi tm, +H +m. =n 
故 得 
тү=рү, тус=р,, 一 : | 1 
РТТ Я 因此 定理 1.5. edikda 
ЖА. ER 4 与 对 角形 相似 的 充 要 条 件 是 ААН, . : 
推论 1.5.5 EBE 4 МОРЕНА АЯ, M A R BER 
定理 1:5.7 设 # 阶 矩阵 ARRA Аз, Да en Ars RIE A: ШК A R KC ВОР, 
( i=l, 2, == T), 则 À Ыз ЖИЕН ЖЕ % РАВЕД BE 1.7 一 АЙ k k п—р, 


(i=l, 2, = T), 
证明) nemi 5.54 А, WREE p, 等 于 它 的 几何 重复 Ж, Hü À 的 几何 重 


复 度 就 是 线性 齐 次 方程 组 (411 一 4)%x==0 的 基础 解 共 向 ' 量 个 数 ， 即 4, 的 九 体重 复 度 等 于 
# 一 鞭 ( iI—Ay), 所 以 


фФ,=п—Ж(4А,1—А) 
于 是 
# (A I—Ay=n—h, | у 


ч ж 
1-1 j s 48 n Ж 
X= (4515 Aggy ө, йуу) j=l, 2, m, $ 
适合 条 件 
21assl> lel j=l 2, чө, 5 


ТАЛЕ: Xi, Fa, 1, V, 线性 无 关 。 
—27— 


1-2 iE: PA п ИТА PREPRI x(x 十 1)/3 维 线性 空间 BA nBr РЯ BE By 
J (n — 1)/2 维 线性 空间 。 f 
1-3 Æ Rth, ЖЫ x= (1, 2, 1, ОЖЖ 


x = (1, 1 1, 1), X,=(1,1,—1,—1) 
x, = (1, —1, L, —1)› X = (3, —1, —U 1) 


ЖЖ. 
1- -4 ЕКА HRH. x, х, х, ян Yi Yis Уз; y. пы, 并 求 向 量 


x 在 所 指定 基 下 的 坐标 。 设 
ха= (1, 0, 0, 0), Ж,=(0, 1, 0, 0) 


X= 0, 1, 0), X= 0, 0, 1) 


入 1 一 (2 і, 一 1， 1), у,=(0, 3, 1, 0) 
У, = (5, 3, 2, 1), У, == (6, 6, 1, 3) 


名 一 (1 Ye Xy Ху) ЖЖ Уз, Ув ys... y, так. 
1-5 W 


ЖЕФ АЫ Ар ЕВРО 2 ПрАТ, 
1-6 RARR x, 生成 的 子 空间 与 由 向 量 》, АЕО 2 рОН ИЕ БЕ 


\ Жүз=(1, 2, L, 0) р, —1, 0, 1 

о) NON 1, 1, 1) \у,=(1, —1, 3, 7) 
kasa 2, —1, —2) рт 5, —8, —5) 

(2) х,=(3, 1, 1, 1) y = (1, 2, —7, 3) 
уса, 0, 1, —1) 


1-7 ЭВГЕ ЙТ М ГӨЛЕ, Ж ЕЛЕ БЕРЕН, ЕЛЕ, 

(1) ÆR; (£i, х,у, X )=(xz1, X,+Xs, А) 

(2) ÆR? Ihi (ху, Za хз) = Оха, ХХ, А1) 

(8) Ф Р(У) rh: fija) 

1-3 Ey n ЕНЕН V rh ЮЕ, ЖАСУ, м0) 0, 
И КС) 0, WIE x, ИСА), AER), <, CERESE ЗЕ (Гро). 

1-9 营 # 维 线性 空间 六 中 线性 变换 {ШАРУ rh E PL B x, A oTa, {Н 


#*(жу=0, Ж ERE TF EER R 
1-10 kakinte li V 的 线性 变换 ， 它 在 了 中 基 Xo Na x, ЕЮШШ 
是 


2 1 5 
R E YX, у= X +0. Y=% А +s THEHR, 
1-1 Pr.Z E x =(—1, 1, 1), &,<=(1, 0, —1), X%a=(0 1, 1) FAHRER 
是 | . 
1 O 1 
1 1 O 


—1 2 1 


ЖЕН e=, 0, 0), е,=(0, 1, 0), e,=(0, 0, D ТШ ШЕКЕ Жл» 
1-12 $X X, Xo Ж 是 四 维 线性 空间 上 AAE, ВН # 在 这 组 基 下 
ВВЕ 


(1) Жж. y, = 01—29, +X, У=39.-09.-0, Ухт у,=2%{ 
тА ВЕ 

(2) 求 Y 的 核 与 值 域 。 

(3) 在 妈 的 棱 中 选 一 组 基 ， 把 它 扩 充 成 了 的 一 组 基 ， 并 求 汉 在 这 组 基 下 的 矩阵 表 


< 
ж о 


(4› еи НЕ 9, Rob AUR У A, JER ЗВТ НЕЕ Ж 


1-13 REAR TRER 


( 4 —2 2 
|—2 02 

i 
.—1 1 1J 


所 给 出 的 线性 变换 不 变 的 所 有 子 空间 。 
1-14 求 下 列 卸 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
| —29— 


(8) 


1-15 ж УВЕ, И] AB Б BA 相似。 


2 —1 2 
5 —3 3 
—1`0 2 
4 —5 2) 
лга 
6 一 9 4} 
1 1 1 1 
1 1-1-1 
1—1 1—41 
1-1-1 1 


(2) 


(4) 


(6) 


0 1 O 
—4 4 O 
—2 1 2 
, 4 一 5 
1 —4 
-4 0 
0 0 0 
0 0 1 
0 1 O 
\1 00 


第 二 章 入 -矩阵 与 标准 形 


这 一 章 讨 论 1- 趣 阵 和 数字 旺 阵 的 相似 标准 形 。 内 容 包 括 4- 抢 降 的 概念 ，4- 短 降 的 标准 
形 ，4 -给 降 的 除法 ， 数 学 矩阵 相似 的 条 件 ， 和 矩阵 的 有 理 标 准 形 和 Jordan 标准 形 。 


§ 2.1 入 -矩阵 的 概念 


€ 2.1.1 a, CA Mi=l, 2, б f; j=l, 2,.. nA F 上 的 多 项 式 ， ШЕ 
Pla, (A) Эл Ир mx n н ` | 
OG CA) арад + ат. CA) 


ALA) asl A} = a, (A) 
АбА) = | 


Amik A) amal A) 山寺 dank A) 


为 多 项 式 矩 阵 或 4- 上 矩阵。 | i 

ATER EERE ¿I-4 A -aA 

A-REN ARARA 与 数字 逢 阵 相 辣 ， 而 且 有 相同 的 运算 规律 , 这 些 就 不 再 
重复 叙述 和 证 明 。 

EX 2.1.2 ARA- A) PAA r Br (r21) PATA, 而 所 有 7 十 1 阶 子 
式 ( 如 果 有 的 话 ) 2AF, MRAKA r. PERRERA 0. 

定义 2.1.2 从 字面 上 来 看 与 数字 拭 阵 相同 ， 但 是 要 注意 到 4(4 ) 的 行列 式 及 一 切 子 : 式 是 
4 的 多 项 式 ， 所 以 ?十 1 阶 子 式 为 零 的 涵义 是 7 十 1 КАН, 

定义 2.1.3 一 个 4 阶 4- 矩阵 4(4) 称 为 可 道 的 ， 如 果 有 一 个 4 阶 14- 矩阵 ВОД), {# 
в | 

AG )B504)=B(A)ACGA)=I | (2-1) 

хш IA п АНЕ, BODRA АСА) ВЕЕ, ја A Aa 

定理 2.1.1 А-А АСА) 可 逆 的 充 要 条 件 是 fet A(4) 是 一 个 非 零 的 常数 。 

(ЕВН) 必要 性 设 4(4) рай, ÆA (2-1) 的 两 边 取 行列 式 


|4(4)||В(4)]=1 


办 为 |4(4)| 与 18(4)| 都 是 4 的 多 项 起， 所 以 根据 它们 乘积 是 1 可 以 推 知 ， 它们 都 是 零 次 
SAA, ER Ал) ЕЧЕН. 


充分 性 Ж 
й=|А(2)| 


—3— 


是 一 个 非 堆 的 数 ERE. 

ASCA) (2-2) 
是 一 个 А-Ы, Hp A4*(4) 是 АСЛ) АО BS 3EBE2, BA 

Ад) 1А ААА) = 


ЖАСА), BEME РЕ E-A A). | 1 


定义 2.1.4 ТУ] ЗЕКЕ, ИШ Л -ERER АЕ А. 

(1) EMES (Ж) 互 换 位 置 。 

(2 ) Фе аиа СЯ). | 

(8) ВЕ OGD КОСА imaat (Z|) Е, 其 中 P(A) 是 4 的 一 个 多 
项 式 。 

对 单位 托 阵 施行 上 述 三 种 类 型 的 初等 变换 便 得 相应 的 三 种 4- 和 矩阵 的 初等 矩阵 РОС: ,7), 
Peite), PG, 309008 


(1. 
0 1 一 i 行 
1 0 一 了 行 
1 | 
1 
P(i(c)) = с. 一 i 行 
x i 1 
1 \ 
`. ф(4) :一 i 行 
Pli, }09)) = `. D 
—] İF 


1, 


对 一 个 mx A ER AC ) 的 行 作 一 初等 变换 ,相当 于 用 相应 的 mw 阶 初等 给 阵 左 乘 4( 4 )。 
对 4(4 ) 的 列 作 一 补 等 变换 ， 相 当 于 用 相应 的 2 a EGRA Ja 
容易 验证 ， 初 等 矩阵 都 是 可 逆 的 ， 并 且 
Pli, j) = P(O, 3), P(Ə(;(eyy=i= Piceni) 
PG, jD =PG, }(—Ф)) 
定义 2.1.4 和 如果 AC) 经 过 有 限 次 的 初等 变换 后 变 ВОЛ), ПК A(4) 5 ВСД) S$ 


+ АЗСА) Б ВИ 


价 ， 记 之 为 4(4) 守 BC(4)。 
”定理 2.1.2 4A( 1) 之 B( 1) 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 可 道人 阵 Ред) 与 Q(t4)， 使 得 


ВЛ) = PAACAIQ( A) ¢ 2-3) 


GEM) 由 定义 2.1.4 知 4(4) 与 BC4) 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 一 系列 的 初等 类 阵 P1， 
Р,, ry Р,БО,, Qas ..0,, 使 得 | 
BUSP, P pae Pa P AG Q Q... Q, 
же 
РД) =Р,Р,_,‹.Р,Р,, 
0(4)= 0,0,0, 
因为 初等 矩阵 是 可 递 矩 阵 ， 所 以 P(4)，Q(4 ) 均 可 道 。 于 是 
В(А)=Р(4)4(4)0СА) | 
27- 矩阵 的 等 价 关系 满足 1 
(1) BA 每 一 个 4- 矩阵 与 自己 等 价 。 
(2) ЖЖ EAD S=B), MBDA) 
(3) 传递 性 HADBA), В(д)=С(А), АД) СА), 
因此 可 以 把 所 有 的 mx z 阶 14- ЕИ {ЛЕЙ Ж, Цаа Ита, gieh ia 
大 等 价 的 ， 在 不 同业 中 的 矩阵 是 不 等 价 的 。 所 以 我 们 只 村 研 究 每 一 类 矩阵 的 标准 形 。 


§2,2 和 -矩阵 的 标准 形 


1. 和 -矩阵 的 标准 形 . , 

这 一 节 主 要 证 明 任何 一 个 4- Ж ЛЛ РИ ЖОЕ ВЕНЕ EE ñ. 

Бї 2.2.1 设 A-R АСЛ) Ву ЕЕ 011042020, EH А04) 中 至 少 有 一 个 元 
素 不 能 被 它 整 除 ， 那 么 一 一 定 可 以 找到 一 个 与 4(4 ) 等 价 的 矩阵 B( 4 》 ， 它 的 左上 角 元 素 也 不 
为 零 ， 但 是 次 数 比 411(4) 的 次 数 恬 。 

CHEHH) 根据 4( 1 ) 中 不 能 被 ci(4 ) 整除 的 元 素 所 在 的 位 置 ， 分 三 种 情况 讨论 。 

(1) 车 在 4(041) 的 第 一 列 中 有 一 个 元 素 a C) 不 能 被 411(4) 整除 ， 即 有 

ао СД) аа САСА +УСА У 
ЖрА А 7(4)4е0, 且 次 数 比 a, C 4) КЕ. 

对 АСА) EARTE, PARTEA 一 下 424) 加 到 第 1 行 ,第 i 行 第 一 列 的 元 
素 成 为 (4 )， 然 后 把 第 一 行 和 第 i 行 互 挽 得 到 新 的 4-46 fB) Вол) в E f 5 Ж 20 
СД), УТТЕ ВЕ, | | 

(2) ÆA) а (A ) 不 能 被 411(4) 整除 ， 这 种 情况 的 证 明 与 
ETETE 

(8) 4(04) 的 第 一 行 与 第 一 列 中 的 元 素 者 可 以 被 a, (2) 整除 ， 但 АСД) 中 有 一 个 元 


BaD CDL iSl) PER САВ, ВИП а(А)=а,,(4)Ф(4),3{ АСА HERR 
初等 行 变换 , 首 鞠 第 一 行 箭 以 一 (1) 加 到 第 i 行 ,第 i 行 第 一 列 的 元 素 变 为 0 ,第 i 行 第 j 列 
的 元 素 变 为 41 1(4) 一 44;(4)9(4); 其 次 把 第 i 行 的 元 素 乘 以 一 1 加 到 第 一 行 ,第 一行 第 一 
列 的 元 素 仍 为 a11(4)， 第 一 行 第 7 列 的 元 素 变 为 44 (14) 十 [一 P(4))a1i(4)， 它 不 能 被 


aCA) 所 整除 ， 这 就 化 为 已 经 证 明了 的 情况 2 。 1 
定理 2.2.1 Ш ЧЕН m xn 414- 矩阵 404) 都 等 价 于 一 个 对 角 和 矩阵 ， HH 
d CA) 
4С). 
Ад у= | ад) (2-4) 
0 . 
o 


其 中 тте], ЕКА 1 的 多 项 式 ， E. 
‚ 46(4)]4,4(4) (1==1, 2, =, т—1) 


Jam d AD hdi ORAR da CA) 能 被 4(4) 整除 。 | 

GEH) iaai ЖЕ, Аа A, 使 得 4(4) 的 左上 角 元 素 不 为 零 。 若 
eta) 不 能 整除 4(47? 的 所 有 元 素 , 由 引 理 2.2.1， 可 以 找到 与 4(4 EB A) 2 Е 
角 元 素 51(4) 夺 0 ;并且 次 数 比 411《4) ПЁ ЯЕ b CA) 还 不 能 整除 B1(4) 的 所 有 元 素 ; 由 引 
理 2.2.1 又 可 以 找到 与 B,(4) 00 B,(4)， 它 的 左上 角 元 素 8.(4) 二 9， 并且 次 数 比 
PCA dE, AE 5204) 还 不 能 整除 D.C A) 的 所 有 元 素 ， 继 续 上 述 步 又 ， 得 到 一 系列 彼此 等 
Кї А-# АСА›,В,С 和 4),…。 它 们 的 左上 角 元 素 丝 不 为 零 ， 而 朋 次 数 越 来 越 低 . 但 是 多 项 式 
的 次 数 是 非 负 整数 ,不 可 能 无 止境 地 降低 ,因此 在 有 限 步 之 后 ， 就 会 得 到 一 个 4- 上 矩阵 了 (4)， 
它 的 去 上 角 元 素 (4 ) 反 0 ， 而 且 可 以 整除 B,(4) 的 全部 元 素 b. (4), HH 


b, ,(4)=b,(4)9 СА) 


显然 ， 可 对 B.C) НЕ ЖР ШЕ 1Т И ЕЫ ЖУЙ, 898—9 Бож 
541) 外 全 为 零 ， 第 一 列 除 左 上 角 元 素 5,(4) 外 全 为 零 。 即 


『 b,( À) 0 ыы 0 1 

о | 
B,(4)=! . ` 

i ; ALA) | 

` 0 РА 


因为 A.C) Е В.( А). 元 至 的 组 合 ， T BA) 的 5.(4) TAER BOO 的 所 有 元 
ж, MAb 可 以 整除 44) 的 所 有 元 素 。 如 果 1(4) 三 0 ， 则 对 于 AU ЧИ 8 
上述 过 程 ， 进 而 把 矩阵 化 成 


一 34 一 


0 4,04) 0 0 
0 

0 : 4,0634) 

0 0 


hd OD 54,03) 都 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ( (14) 与 5,(4) 内 差 一 个 常数 倍数 ) ,而 且 
di(4)14.(4),du(4) 能 整除 4;(4) 的 所 有 元 案 。 如 此 下 去 ,4(4) 景 后 化 成 了 所 要 求 的 形式 。】 


2. 不 变 因 子 与 初等 因子 


在 化 4 - 抢 阵 为 对 角 矩 降 的 问题 中 ， 不 变 因 也 和 初等 因子 起 着 重要 作用 。 

定义 2.2.1 A4(4) 最 后 化 成 的 式 (2-4) ВЖ, RAA BU SF ЖЖ. 4,04, 
d,(A. w, d (01) 称 为 14- 和 矩阵 4(04) 的 不 蛮 因 子 。 

为 了 研究 4- 虐 阵 标 准 形 的 唯一 性 ， 还 需 研究 行列 式 因子 。 

定义 2.2.2 设 1- 抑 隆 的 秩 为 7 ， 对 于 正 整 数 上 ,1<k<sr ，A(4 ) 中 必 有 非 零 的 级 子 
Ж, AC) 中 多 部 上 级 子 式 的 最 高 公 因 式 D(A) 称 为 4(4) 的 # 级 行列 式 因 于 。 

HEX 2.2.29, HTAA r 的 4- 和 矩阵， 行列 式 因 子 一 共有 > 个 。 关 于 行列 式 因子 
有 下 面 重要 结论 。 | 

定理 ?2.2.2 {Н Н. HARÉ RS HAHA RTIRAR 

{证 明 】 ”我们 只 要 证 明 ，4- 和 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 ， 禾 与 行列 式 因 子 是 不 变 的 。 

设 Д-р АСА) 经 过 一 次 初等 行 变换 变 成 BC4)，DPr04) 与 万 (1) 分 别 是 44) 与 
BA 的 上 级 行列 式 因子 。 我 们 来 证 明 卫 (4) 一 六 :04)》， 分 三 种 情况 讨论 。 

(1) B(4) 是 由 A(4) 交换 蘑 两 行 而 得 到 。 这 时 (4) 的 每 个 级 子 式 或 者 等 于 
ДОДУ 的 某 个 + 级 子 式 ,或 者 与 4(1) 的 某 一 个 上 级 子 式 相 姜 一 个 符号 ,因此 Ds(4) 是 
Bt4) 的 级 子 式 的 公 因 式 ， 从 而 DC4)| D CA). 

(2) BCA) жн A) 的 某 一 行 对 以 非 零 数 C 而 得 。 这 时 B(4) 的 每 个 上 级 子 式 或 
者 等 于 4(4) 移 某 个 上 级 子 式 ， 或 者 等 于 АСА) 的 某 一 个 级 子 式 的 CC 俏 。 因 此 Di(4) 是 
ВОДО ЕНУ, МШ ОСА DD:(4)。 

(8) ВОДЕ HC) ЖУ Gbr A ЖЖ i 行 上 得 到 ， 其 中 (4) 为 4 的 某 个 多 
项 式 。 这 时 3 (A) 中 那 些 包含 {т Б) 行 的 上 级 子 式 和 那些 不 包含 ; 行 的 上 级 子 式 都 等 于 
AABAA p 204) 中 那些 包含 i 行 但 不 包含 ; 行 的 天 级 子 式 ， 按 i 行 分 成 两 部 
分 之 和 ,一 部 分 恰 等 于 4C4) 的 一 个 【级 子 式 , 另 一 部 分 是 A(4) 的 另 一 个 上 级 子 式 的 土 P(4) 
信也 就 是 АС Л) 的 两 个 级 子 式 的 组 合 。 因 此 DD:(4) 是 BC(4) 的 级 子 式 的 公 因 式 ， 从 
mi DlA) D CA). 

对 于 列 变换 ， 可 以 完全 一 样 地 讨论 。 总 之 ， 如 果 ACA) 经 过 -次 初等 变换 变 成 BC1 ) , 
WADA) 5 CA). X Hj ЧЕЙ НИЕ, BOO нЕ ЗУУ AC A). 
t EHA HE, ARRE DAOA), FEDAS D CA). 

当 4(4) 的 爹 部 :级 子 式 为 零 时 , D, CA )=0, FE b,C4)=0, B(A 6498385 b 


就 等 于 零 ， 反 之 亦 然 。 因 此 4(4) Б ВСА) BES 1ТИЗПИТ, RAMANE. 7 
B 4 -矩阵 的 标准 形 为 


dit A) 
1,04) 


d CA) 


\ o 
Жаа, СА), d.C A). 6 d. (1 НАЖ ІНК, Hd (Aldia) GG =1, 2, 
+, 7 一 1)。 不 难 知 道 ， 天 级 行列 式 因子 为 

Dad Ada A dd) О (2-Б) 


定理 2.2.3 - 答 阵 的 标准 形 是 唯一 的 。 
GEH) 由 式 ( 2-5 ) ж, Л) 的 不 变 因子 为 


dDI(A), d, сз) = 20, ә» 
Di (A) 
cay =. > „С 4) _ | 
100 = рЫ. | (2-6) 
这 说 明 АСА) 的 不 变 因 子 由 4(4) 的 行列 式 因子 唯一 确定 ， 因 此 АСА) 的 标准 形 是 唯一 
的 。 1 


利用 4- 矩阵 的 标准 形 ， 容易 证 明 下 述 几 个 定理 。 

定理 2.2.4 1-4PM Ад) 5 B(A) ) 等 价 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 的 k, 1165 СВТ mÍ 
式 因子 相同 。 | | | 

GED 由 定理 2.2.2 知 ， 必 要 性 成 立 。 现 证 充分 和 性。 首先 将 4(4) 与 BO 3881682 Ж 
准 形 ， 得 到 它们 的 水 变 因子 d(4) 与 ZC(4)。 于 是 由 式 ( 2-5 ) 知 | 


Р.А )= а, СА), СА), (CA) 
DB CA)=2 Aa A el A) 


HEBR, D (2)= (А), (з=1, 2, =), HEA) 55 D( 4 )2Z В, ОШ], 
тааб тоть ORASB УЮ), MD., ORE, W D, GQ BNR АТАСА) 
与 B(4) 的 秩 为 +， 于 是 它们 有 ?7 АЖ ЫТ, Wh D= pA) 1, 2, +з, т) 与 
式 (2-5) 便 得 (1) 二 CUDCi=1，2,*…,7)， 即 4( 2) 与 BL4) 都 和 同一 个 标准 形 等 价 ， 
ВЕ АЛ) = В(4), 1 

定理 2.2.5 АСД) = B(A) 的 完 要 条 件 是 AA) 与 BOO 有 相同 的 不 变 因子，。 

定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 

定理 2.2.5 表明 ， 在 求 14- 矩 阵 的 针 准 形 时 ， 可 以 笠 用 禄 等 变换 的 方法 ， 而 避免 计算 行 


列 式 。 

定理 2.2.4 和 定理 2.2.5 都 已 脆 含 牧 相 等 的 条 件 。 特 别 地 ， 当 4z 阶 4- 息 阵 -4(%) 为 满 秩 
侍 ， 由 初等 变换 的 定义 知 ，det 4(2)=cdi(4)*wd,(4), 其 中 c 为 不 等 于 零 的 一 个 常数 。 这 
至 明 每 个 不 变 因 子 d. (А) 是 行列 式 det АЛСА) 的 因子 ， 又 不 变 四 子 d, (АУ ЖЫШ AO BE 
WE, EE АСА) 的 不 变量 ， 这 也 正 是 称 d,(4) 为 不 变 因子 的 由 来 。 

推论 2.2.1 4- 矩阵 АОЛ 可 道 的 充 要 条 件 是 AOUD 与 单位 矩阵 等 价 。 


(HEB) 必要 性 设 A4(4) 20-7 n Br af wi bk, ШИҢДЕ 2.1.1 知 
АС ДУ] 00 
п 4(4) 的 4 阶 行列 式 因 子 
о Р.СА4У=1 : * 
H#K ( 2-5 ) 知 ， 有 关系 
Р,сд)1р, (A) “(E=1, 2, =, n—1) 
HA | 
Р,(4)=1 (k=1, 2, ==, `n) 
-FË 
d,(A)=1 (k=l, 2, wa,n) 

这 说 明 AC) 的 标准 形 为 革 位 矩阵 。 

充分 性 设 | 
Абд) =1, 

В АСА) 的 行列 式 是 一 个 非 堆 的 常数 ， 由 定理 2.2.1 知 AO TE, 1 
推论 2.2.2 A-E AC A) 可 道 的 充 要 条 件 是 AO a| DL ГЕ ЛЕН [БЕЛУ ЖЕЛИ. 
GEH) 出 推论 2.2.1 知 АСД) TTE үз ЖЕ ЕЕЕ . 

AASI, 

їй 4\4) 51, 等 价 的 充 要 条 件 是 有 一 系列 初等 矩阵 Pi， 了 Qi, Qas "ө, ©, {E 

得 

| АсДу=Р,Р,„+еР,1„О,+еО,= РР), sQ, 1 
HB 38 нп, Д-Р ТАЕ D, (2) 与 不 变 因子 心 (4) WE 2 的 多 项 式 ， 

它们 都 基 由 АСА) 的 元 素 用 初等 变换 的 方法 得 到 。 因 此 运算 法 则 可 限制 为 “加 、 减 、 乘 、 


E” ШЕЯ. FEDO) 与 dC(4) 的 系数 均 限 制 在 4(4) 元 素 系 数 的 咸 内 。 如 果 人 允许 
利用 复数 ， 那 么 每 个 不 变 因 子 4,64) 可 以 分 解 为 一 次 因 式 的 甘 积 ， 令 


аду (AmA ASA tm Am AY ` 


4,(д)=(4—А:0#1(4—53) СДА), 


d СА) (AZAD AS Aa dA 
因为 | 

4,-1(4)14,(4) (ї=2, 3, =s т) 
所 以 | 
I К.у, (=l, 2, ==, 1) 


BEM Ais dar = ABACO MIOR, BID ka, Б, =, L. 0—0 £, 
{H kiss kass s.r, к=ї +} RO =], 2, +=, БРЕД ШЕ: ЫА. (3=1, 2, 
"ө fs i=1, Dy ey т—1), АФИН =, =. =k, _ ts; =0, 我 们 把 | 


[ (ASAD AA, э, (А-А 


| 
| (4—40), САДа) 22, +, (Ad) 

| | (2-7 ) 
| 

`x 


(A— 41) ri, САДа) TP, ө, CAA) r: 
中 不 是 常数 1 的 因 式 全 体 叫 敬 4( 4 ) 的 初等 因子 。 
例如 ，4- 斥 降 的 不 变 因 子 为 
L, 1, (34—2)%(4—30%, (4—5)%4—3)*64+2) 
它 的 初等 困 子 是 
(4 一 2)5 (34—309, 《4 一 2)5 (4—3)*, (4+2) 


车 两 个 4- 和 矩阵 4(4) 与 B(4) 等 价 ， 根 据 定理 2.2.5 它们 有 相同 的 不 变 因子 ， 六 此 E 
们 的 初等 因子 世相 同 。 但 定理 2.2.5 的 逆 定 理 不 一 定 成 立 ; 即 两 个 4- 炬 阵 的 初等 因子 相同 ， 
它们 可 能 不 等 价 。 例 如 | 


AA)= 0 4—4 O 0 


ВД) = 0 (4—4 0 9 


(2—4 0 o0 o) 
| 
| 
2 


Ñ 0 0 0 0 


都 是 3x 4 A- Е, ВАНО (А00) ;(4 一 4):, 但 是 它们 的 秩 不 相等 ， 于 是 


АСД) Ы B(A fr, 
定理 2.2.6 mxn À-MEBE AC) 5 ВСА) 等 价 的 讽 要 条 件 是 它 БИП ЖАН. ЖН 相 


同 的 初等 因子 。 


[证 明 】 必要 性 显然 。 现 证 充分 性 。 ЖАС) ОВА”, 并 都 有 RT) 的 
初等 因子 ， 其 中 eusk yek (ў, 2, = Р), ВЕНУ ХА, АСД) БВА) 


ШИЖ 4 (5 2,01) 相等 ， 即 

аА САА) AS Aa PA Aa) RA 
同样 ， 对 于 任意 的 <<) 阶 不 变 因 子 有 | 

d,CA=2.C4) | 
因此 ， 根 据 定理 2.3,5 AC =. B(A). i | | | 1 

对 于 准 对 角形 矩阵 
«о 0 | 
0 СА) 


不 能 从 B(4) 与 C(4) 的 不 变 因 子 求 得 A ВКА, (Н ВЕДА ВОД) ЫСА yn = 
子 立 即 得 到 АСА) 6995, ЕВ 
定理 2.2.7 J14- 


B(A) 0 | 
0 C(A) 


为 蕉 对 角形 和 矩阵， 则 B(4)、C(4) 的 各 个 初等 因子 之 会 体 是 4(4) 的 全 部 初等 因子 。 
{证 明 】 先 将 8(4》 和 CC4) 分 别 化 成 标准 形 


4] 


“d CA) \ 
4,02) 
B(A) ; | 
] | d, (4) 
0 
M" 0 ; 
r dO A) N 
1,02) 
Сд) д, (4) 
0 
0 


一 39 一 


АСАУ тет tr, 。 把 4(4) 和 BC4) 分 甫 为 不 同 的 一 次 因 式 的 等 积 ， 即 
d (A= ASAD (4—4) Eel AmA t 


A 
(i=l, 2, ҮІ; j=l, 2, er, r+) 


Hi, Ведут СОД) 的 初 人 党 因子 分 别 是 


СДД) 61, (ДД) 2, oon, [ASÀ 


СА да) кеа) кезун (4 — Aa 


中 不 为 常数 的 多 项 式 。 


现在 证 明了 (4)、C(4) 的 这 些 初 等 因子 就 是 4(4) 的 全 部 初等 因子 。 将 (4 一 41) 的 指 
数 


Ciis бацр, 15 his Bars t, hrat 


按 大 小 的 顺序 来 排列 ， 命 为 


Сї, Cay у С, 


il 


OEC p Ee =s sc, 


因为 AC) 258 BG) 5 CC AARRE AWER, BAERE BA) RC E 
НА, к ЕЕ AG) 上 施行 初等 变换 ， 于 是 


d, (A) s 


AAS 


„з! 


CAA pay ` 
CAA PA) 


= CASA PAY 
0 


L | 0 
式 中 ”个 多 项 式 PAD, @,( 4), -ty Ф„(4›#@ Ла ЕН КСЛ А: ) , 设 AC ABU АТ Я) А 


因子 为 
~ DIA) DIAD ==, DICA) 


所 以 在 这 些 行列 式 因子 中 因 式 4 一 4 ,的 最 高 宕 指数 分 别 等 于 


TA 
Cis Dep эө М Dci Se, 


jai isi ixi 
根据 行列 因子 与 不 变 因 子 的 关系 式 (2-5), Шш {ЕЛА РТК А), 41(4), s, AFA) 
中 国 式 A- АВАВ АЕР ci， ©, **С,, 这 就 是 说 ， ААУ RB 55 À — — 41! 4AE: 
的 初等 因子 是 

CA— Ai) t, (AAi) n AA) 

中 不 为 零 指数 的 短 CAA) i Сс, 20), ЙДЕ BA СД) pE 4 一 41 和 应 的 爹 
部 初等 因子 。 同 理 ， 对 4 一 4:，4 一 45， 心 4 一 4 也 得 丰 同 结论 。 于 是 我 们 证 明了 3(4)、 
C(t4) 的 全 部 初等 因子 都 是 4) 的 初等 因子 。 

剩 下 要 证 明 ， 除 此 之 处 ，4(4 再 没有 别 的 初等 因子 。 

(да): 是 4414) 的 一 个 初等 因子 ， 于 是 O-o 一 定 是 包含 在 基 一 个 不 变 因 子 
后 (4) 中 14 一 4 的 最 高 次 知 , 因 此 (1 一 0 LEA BECA a LDE) EETA =a рчл ) 
的 一 个 很 ， 即 DPD*C2) 二 0 。 另 一 方面 ， 由 于 

di(a) 


а, з) 

д.02) 
АСД) | 
| "REG, 


一 打 一 


Ю%(4)=4,(4)+#4,,(4)@104) g A 


dAd (2 BOADE AD, 


(i=l, 2, +6, fiş j=l; 2, r, ) 
所 以 
Е 4,, (a) d, ,09)=0 
这 表明 а 必 是 Ao Ao s Д, 中 的 某 一 个 ， 所 以 (4 一 0)" 是 与 某 个 4 一 1: 相应 的 一 个 
初等 因子 ， 因 此 由 上 面 证 明 可 知 ， (Aaa — Ж ЖУ (À -ay BE ( Aay" =], | 
2, +, та; 7 一 1， 2, =, Т»), 此 即 证 明了 除 BO) 与 “4) 的 全 部 初等 因子 外 ， ACOH 
没有 别 的 初等 因子 。 | 1 
应 用 归纳 法 ， 可 以 很 容易 地 证 明 : 对 于 RUBAB LTE 2.2.7 之 结论 ， M 
定理 2 2.8 车 1- 上 矩阵 . 
B(A) 
В,(2) 
A= 
o Ba) 
HBC), Bae BOD 各 个 初等 因子 的 全 体 构成 АСА) 的 全 部 初等 因子 。 
证 略 。 . | | Е 
报 据 定理 2.2.8 立即 得 到 下 述 结论 。 
定理 2.2.9 ELA-3E Е 
Ў.А) 
fala) 


AlA)= FCA) 


\ 0 2 
WAD hb ++, ТА ВОН ЛЮ ES АСА) 的 全 部 初等 因子 。 
2.2.14 Ж 1- ÆRE 


А(4)= 


ОЛ РАТА, H bi bo, s bai ВАЙ, 0.6, 90, 
(We) 4(47) 的 行列 式 因 子 易 得 为 ， | 
D i(4)=D,(A)== =р,-1(4)=1, Б„(4)=(4—)" 
于 是 4(4) 的 不 变 因子 为 
dd Am ddl dA)=(4—a2)" 
因而 初等 因子 只 有 一 个 | 
(д а)" 
Фй 2.2.2 RA- 


С А 2, 
-1 4 0 в, 
А(4)= -1 Е 
А 4 2 
0 —1 4 十 aa 


的 标准 形 。 ， r ШЕ ' 
O U RAO ZEZ, BEF, +, ЯТА А, А2, e, A! 都 加 到 第 
| ⁄ Ó JO Y.N 


—1 À 0 Garl : 
A(4)= -1 
з а, 
о 1 A+a 7 


其 中 | 
РОД) Ааф фа, ita, ila, 
BR дед) А) СЧ 


82.3 和 -矩阵 的 除法 


Ж Р.С у= {СА 
x D,- CA} =! 
于 是 
DiC4)=DeCh) = =D,-2(1)=1 
所 以 
| di (AJS da A= dd) =1, 4„(3)=}0(4) 
Н AOD 之 标准 形 为 | 
1 
AaS . 
1 
FCA) 


为 了 讨论 4 -矩阵 前 除法 ， 我 们 先 来 给 出 A-E EARR. 
тхл д-р | 


АСА) = 


aCA) aih) == 
а:1(А) Gal A) 


app bap ity рр 由 国学 bhy рер ай ttt вер it 


AmA) Gark A? 


Alak A) 
G, (4) | 


gaa (A) | 


отп PEWA а, Сд) 中 次 数 最 高 的 数 1 为 4C4) 的 次 ， 即 


(t=1, 2, өө, ЇН j=l 2, 


а, СА= аа А+ ta a! 


s n), 并且 mn 个 a5 


BA А, REFER, TEAD 可 以 表示 为 


—44— 


#жтЖ>Ң—1 ЖА. 


(r=0, L, 2, я гу 


AÇA J= AHA A HtA, A? т (2-8 } 


这 是 一 个 以 常数 矩阵 为 系数 的 4 ООК. AAEN, EREET ARER ИВ Е 
阵 为 系数 的 多 项 式 ，4, 称 为 4C4) HERRN, ME ACA Жоп PEBE, HEASSE, 
别称 4(4) 的 首 项 系数 为 1。 式 (2-8 ) 称 为 4(4) HERRER, | 

例 2.3.1 设 
a | 


1:—34~1 


АСА) = 


则 АСА) 的 多 项 式 表示 为 


: ї 2 1 -l 1 1 
AG5= + A+ д? 
0 —1) {2 -3 0 1 
ACAD. BCA) 分别 为 1 次 和 ww 次 # 阶 4- 矩阵 ， 即 
i т 
ADS 24, А, B(A)= DBA’ 


划 


/ дозво) Уса, Вәд; | (2-9) 


其 中 


h=.max(1, m) 


ACBD A, Ba HACA ВБА, В+ + AA, Bm (2-10) I 
它 的 次 数 不 大 于 +m, BA, 3: 4(4) 和 ВСА) 的 首 项 系数 4， 和 了。 都 是 可 逆 的 ,那么 各 
ADOBAR ir I+ т 。 


定义 2.3.1 设 ACAD. BCA) DMA 1 RM т A- “EB B PCB E SURB AIE 
EBR, AFEIRA) ROA), Ef 
ACAJSQADBCADHR CA) | (2-11) 
Ioh КОд) = 0 R degR (4) <m, ОСА) 是 АСАУ BOORDE, ROOBA) 用 
BORAR ЖИЊ, ихата, 
车 4(4) 用 BC4) 除 的 布 余 是 零 ， 那 么 QC4 RMA ЛО 用 BC4) 除 的 右 因 于 。. 类 
ИЖ, TUEXERF. 


EE 2.38.1 Ы 


1 и 
Асду= УДА, 5 Вел) УАВ, 


АЙ 1 mf napra- Н detB。 霹 0， 那么 存在 4(4) 用 B(4) 除 的 右 商 和 有 
— 45- 


余 。 同 时 还 存在 AC4) 用 BC4) 除 的 左 商 和 左 余 。 
、 GEID #!<т, WAR ОСА) =0, А02) = 41) 便 得 所 需 之 结果 。 


әт, ВА ВОД), 得 | 
BZ АТ"ВСА)= А-В В, АВВ. 
++=+7"ӨВИВҮ+АТ"В B, 
由 上 式 可 得 
АД Вад "ВСД A T BR В ААВВ, 
АВВ —117B7'B, 
КА А04), 得 | 
| ASAA HAAT kA TA, 
а (B314 "BCA A'B; Ba: — 
да B3' B, —A'7"B3+B,) 
+AA Te + A+A, 
=A,Bç'417"B(AD+ At: CA) (2-12) 
ERAL д) К<! —1, R. 
Ач СДАНА ОАА 
其 中 Ара о, LI <l, #102, ж ЕР, ЭЙ} 
АС Дүр atis tA AHA? 
ЖАПО, | <l a 
继续 这 样 下 去 ， 我 们 可 以 得 到 一 组 1 EBE ` 
SAAD ALLAD APAD =, AOA) 
ERRA RERE, MU- ERAL OU) CEREAL, Ст, Milram PRA) = 
ACA), MiA Д-р AO 都 有 
Е Аду ИВЕ А TBD + A CAD, 
| (s=1, 2, = т)` (2-13). 
最 后 得 到 
ACASA, BK AITEAS В A nt | 
+ APTO BRIA- B(A Ar CA) (2-14 ) 
这 表明 АСА) 用 3(4) 足 的 右 商 是 上 式 右 端 寿 号 中 的 部 分 ， 右 余 是 本 A Ya 
+， 类似 地 ， 可 证 左 商 与 左 舍 的 存在 。 ， | 1 


一 上 一 


定理 2.3.2 定理 2.3.1 中 的 右 《 左 ) 商 与 右 ( 左 ) 余 都 着 唯 一 的 。 
ПЕШ) 设 存在 4- 矩阵 QC4)，RCA) MQ (D. RAD 使 得 
| ACAI= OCANBCA) HRCA) 
和 
АСД) = CAI BOCA TRICAY 
HoP RO ЯП R ICA) КАР т, ЯА 
(ACAI— CADBCAJ=R ARCA) 


ж 0012-0,64)%0 ， ЖА ЕЗ KR ВАМ me B(A 05238), 而 右边 的 次 数 过 tn， 
了 矛盾 ! 因此 81(4) 一 B04) ， 于 是 RLC4)=RC4》。 К 

ЖДИ, TERE К ЛЕ qe ЙЧ КЕ — k, 

例 2.3.1 VE 


Atta HAL tatata) 
24°— 4 24? +24 


42 十 1 1 
B(4)= 
A A +A 


试 求 ACAD 用 BC4) RDE CEO 商 与 右 ( 左 ) ж. 
(Ж) 因为 


1 0 0 0 [1 1 
sa- | a | |, | | 
0 1 1 1 0 0 
AA BCA) ИДА 21, TË, XAA ( 2-14 ) 得 
. 1 0 15 ri hL 
aofi Saf eft 5 
о 0 0 


sa- 


\ 2 о за. 
f£ 1 1 2—1 2? 
+i J + : 
\—1 2 ~ 0 07 
1 0 
= АВД) А12) 
lo о Ë 


不 难 知 


. 0 1 0 0 1 І 
Arce д) = Аз + AR + А 
2 .0 0 2 -1 2 .| 


又 由 式 (2-13) 可 得 


0 
awal 
2 


1 . 
ронан 
0 . 


其 中 
{—1 —1 1 1) —1 2 
Ад) 4% +] А + 
М 2 —3 0) ° 0. 
类 位 地 | 
. | | _ 1 
АЭС) = BAJA? CA) 
0 2 
其 中 
2 2\ о gt 
AG504)= 14 | 
_(—в =2/ ʻo 0 
因此 
. 1 O, ro 1 
aca |12BCAY +i Jar 
o o) {е 0 
(71 —1 га 2! 0 3) 
+ pa A +Í | 
о 51 ‘5 =R 0 o0) 
A2—1 5—1\ . 2A 24+3 
= Baa 
24 ° ¿ ` 一 54 一 24 
#k ACAD 用 BOGO 除 的 右 商 
А%—1 1 一 1 . 
| | 
24 ә 
Жа | 
24 24 十 3 
ro 2 2) 
—54 一 24 
类 似 地 ， 可 得 
A2 4 十 1 
ABC О 
4—1 1 J 


此 即 АСД) 用 BC4) 除 的 左 因子 为 


(A? AFL) 
| | 
\a—l1 I J 


现在 我 们 来 讨论 一 种 重要 的 特殊 情况 。 
BRACO n Br Eyk А-а 
| АА) = Ад HA I 21714... A, A+A, 
=A A HAT A, a d HAA A, 
52 s pa pisis, 我 们 定义 
АВА, Ві, BI A BH A, 
АСВ) ВА, HBT А, Hee t BA HAs 
Ж ACB) E ACD E B ЙБ IR. ЯДОВ) EA) 在 3 处 的 在 值 。 
Ше КОЛЕН ЕП, WESANA А 一? 除 的 杂 式 为 (8) ， 对 4- 上 矩阵 
世 有 类 似 的 结论 。 


定理 2.3.3 4-3BE ACAD 用 41 一 了 除 的 右 余 和 左 余 分 别 为 ADIMA o 
(НЕД) 不 淮 验证 | | 
A!I—Bi= САЪД Bhata BIT 
+Bi-iy(AI— BY 
ERNER 4, 得 1 个 方程 
AAI Ві) A AII AITB e 
+ABi-*+Bi-)(4I-E) 
(G =l, 2, ==, Í) 
ИХ I JEE, ЖАН, ZS 
DA'I- B) =$ул,а+— УА, Bi 


j=1 imi 


-$4,1 OBA вола) 4 
j=. ` 


右 式 相 加 得 
DACA iT Д IT Bhat BIT AI— В). 
= С(Д)(041-- В) 

其 中 СОД) aki <1—1 的 4- 和 矩阵 ， 所 以 
ACAJ=C(AXAI—B)+ ACB) 


这 表明 АСАУ 4141 一 B ЕЖА АСВ), | 
类 似 地 可 得 4(43 用 41 一 B 除 的 左 余 为 4(B)。 1 

定义 2.8.2 —4 n Ж EBE X ЕНА 4ACX)=0 (或 者 ACX)=0 ) 便 称 X Ж А-8 
EIER (REEM). 

根据 定理 2.3.3 立 妈 可 得 下 述 推论 。 

推论 2.3.1 1 -矩阵 4(1) 用 AI- B 除 是 右 〔 或 左 ) 除 尽 的 充 要 条 件 为 ， B E: AC A89 258 
Ж (或 左 解 ) 。 

作为 推论 2.3.1 的 一 个 合子， 可 以 给 出 下 述 Cayiey-Hamilton 定理 的 一 个 证 明 。 

定理 2.83.4 设 和 4 是 数 域 P 上 一 个 %* 阶 矩阵 ，D(4)=141 一 4| 是 4 的 特征 多 项 式 ， 则 
DCA) =0, 


证明) 设 B(A)=adj(4I—4A) 
é< 
САГ АЭВСА = EC4 CQ I— Ay=DCA M 


B DCAM Жп A- EBE, EARN DO) H AI- Айй ERMEE , 由 推论 
2.3.1 便 得 


DCAY = D(A)=0 | ] 


推论 2.8.2 КЕЖЕ F 上 的 纯 量 多 项 式 ， ТЕТЯ 那么 存 
在 一 个 依赖 于 所 的 次 数 小 于 的 纯 量 多 项 式 b, WE 


РСА) =A) 
(GERD) Ж 
fC DA +rCA) 
其 中 DCA 是 АШ ДЕ ДИ, TA) 或 为 零 或 它 的 次 数 不 大 于 "一 1 的 多 项 式 。 因此 
KASKADA TA 
由 定理 2.3.4 知 DCA) 一 0， 所 以 | 
СА)= тА) | | 1 


82.4 ERT UM £ TF 
我 们 知道 ， 数 字 矩 阵 的 特征 矩阵 是 一 种 特殊 的 4- 移 阵 ， 它 是 研究 数字 矩阵 的 重要 工 
具 。 在 下 面 的 讨论 中 将 会 看 到 ， 数 字 矩 阵 的 相似 证 以 归结 为 特征 矩阵 的 等 价 。 
定理 2.4.1 设 4、 召 是 两 个 z 阶 数字 矩阵 ， 则 4 一 3 的 充 要 条 件 是 41 一 4~4I 一 B。 
GEID 必要 性 设 4~B， 则 存在 满 秩 矩阵 Р, 
Р-: АР В 
故 А1—В=дї1—Р-1!АР=Р-1({1—А)Р 


—50— 


па ОШ 
P- (17 一 4)P=17 一 也 


ДІ Р- Ар 1I— B 
ар | 
В=р-1АР | | o] 
定理 2.4.2 4 一 3 的 充 要 条 伴 是 147-4 与 А-В. 


[证 明 】 由 定理 2.4.1 知 必要 性 显然 。 现 证 充分 性 - 设 41-4 与 41-B 等 价 , 则 存在 
可 道 14- 矩阵 区 (4 )， Vea), 8 


AIT— A=UCAYICAT— BVCAY 


或 
О (ДӘСД1—– А) = (CAT~ BV СД) а! 
HE 2.3.14 ñ 
UD AQCOD+U, О (2465 


УСД) = (Д )СДГ– Ay+V, (92-17 ) 
HPU V, КОБЕ, WA (2-16) 代 人 式 (2-15) 得 о 
 U-1CA2CAI—4y=(A1I—DB RO CG Ау 


+(AI—B5Y, 
А | 
(U-1C2 САГ BYRCAN CAT— A) 
一 (47 一 B)7。 《2-18 ) 
王 式 右 端 是 一 个 次 数 为 1 的 41- 上 矩阵， 而 左 端 47 一 4 也 是 一 个 次 数 为 工 的 AERE, AA 
U-I) (AI= BRP 7 (2-19) 
С ЕРЕ, EN (2-18) 可 以 写成 
РСА 4)= 041 BV, ` Е (2-20 ) 


ЖЕШ Р нр, НР=/ т, 
Н (2-19) 可 得 
UCGAP=1I-UCACAI— BYRCAY 


I=UCG)>5P+U(AXCAI—B)RCA) 


HA (2-15) 可 把 上 式 改 为 
I=U(AyP+(A4I— AV CA RCAY 
把 式 《 2-16 ) RA EREE 


I=( 


(31—А)0(35›+Ш)Р+(41— AVO CABO) 


=U P+(AI—A(Q(1P+V-1CA)R(4)) 
ШЖ ЕКИ Л - ЕНК, БКЖ), й 


HEM 2.4.25], 
—52— 


I=U,P 
ШРШ, B. 
рР=фт? { 2-21) 
EA (2-21) АЖ (2-19) 得 
Uç'CQAI- A= (I~ BV, 
或 г 
/ 41—4=0,621— В)У, 
=AU F —U, BV, 
Ш ЕЗ9 
| | UV =I, A=U,BY, 
iig 
U = Vz, А=ЎУү!ВУ, | 1 
By YU Е, {ХЕ ISNI AEREI Ж tE JR. 
VF. B, Д] 
(1) rankA=rankB 
(2) ДАТА. BT 
(8). 4 Ва 
(4) р(4)~ФСВ), 其 中 p(4) 为 菜 一 个 纯 量 多 项 式 。 
证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 
82.5 Ж НЛ BE RYE 
МНН, ЕЕЕ БОЧНИ, Е, ВЕЕ 
ноо, актап лвчтаниядынн ишт ЖЫ 
是 下 边 要 讨论 的 问题 。 


有 4 与 8B 相似 的 充 要 条 件 是 11 一 全 与 47 一 B 等 价 。 因 此 ， 自 然 要 考虑 


47 一 4 与 47 一 了 的 不 变 因 于 和 初等 因子 。 
定理 2.5.1 4 与 3 相似 的 充 要 条 件 是 А 5 B 有 相同 的 不 变 因子 。 


(ШЕЙ) 由 定理 2.4.2 知 ,4~B 当 且 仅 当 А1— Аж 11—В„ ХЖ 2.2.5 知 定理 为 


X. 1 


定理 2.5.2 4 与 了 相似 的 充 要 条 件 是 4 与 了 有 相同 的 初等 因子 。 
(证 明 ) 因为 4 一 4 与 4 一 B 的 秩 都 是 x， 才 由 定理 2.14.2 与 定理 2.2.6 {ЕЙ ИИ. 
结论 。 i | ] 
由 例 2.2.2 知 ，z 阶 数 宰 矩 阵 
Ü va... Ü — 2, \ 


I —8,-1 
1 -ai 
TEHTA 
1, l, =, 1, FASA +a Al ee La, 
(8-р 


ни, Атпа сл), МН ИЕ, PR A3E98 CA) 作为 它 的 
KENT. ЖЕ, АГАЕ ЕЖЕ SE АИИ ОТЕ ЖШ АЧИ АЕ. 
设 4 为 a 阶 常数 矩阵 , 它 的 特 王 矩 阵 17 一 4 中 非常 数 的 不 变 因 子 有 8 个 :9101)，23(4)， 
ae, Ф.Д), ЖЛ 
g (A= да Дн Бау тА Pain, 
(1= 1, 2, се, k) 


因为 detC47 一 4 是 4 的 4 次 多 项 式 ， 所 以 ti 十 Ws 十 … 十 ns 二 #。 ЗЕН. 47 一 用 的 常数 不 变 因 


FH k)i, 命 
Ü s. 0 —a, ] 
C = 1 аыл { 2-2?) 
Е | 
1 =—8&| À 
BA, C, 的 不 变 因子 为 
1， ， 1, @{,(4) 
(m, 一 1) 个 | 
tE n briek : 
[© \ 
(2 23) 


- 则 我 们 有 

41,—б, I ` \ 
1-0, | 

` | 


АІ, -С, 2 
ор {ЖЕ п ЛАН, Г.п, MAER, ЧАРС, 的 不 变 因 子 是 


l, l, +; 1, ф.д) 
Cn 一 个 


.所 以 AT, — C, 的 标准 形 为 


因此 


ИТЕ 


u TPA) 
HA Ф.С) 19,184), AA AI— F 的 不 变 因 子 为 


1, =, 1, @; (À), ==, PLA) 
(n— kyi - 


这 表明 A-A Б 4 一 有 相同 的 标准 形 ， 于 是 
4А1—Аж®ДТ—Е 
因此 ，、 根 据 定理 ?2.4.2 ， 可 知 
AF 
综 上 所 述 ， 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 2.5.3 设 4 为 4 阶 常数 矩 了 漆 ， 它 的 非常 数 的 不 变 因 子 为: PA PaA) +, 
PA BiR | 
PA A" Ба A U е а, 1A Faa, 
(еп, 2, =, Е) Дир, пп, лоп, ЕНЕ 


其 中 C, 为 形 如 式 ( 2-22 ) 的 矩阵 ， 则 
A~F 


定理 2.5.3 HER F 称 为 4 的 有 理 标准 形 。 


82.6 ЖЕЕ Jordan 标准 形 
由 例 2.2.131, пк 
[ “. 
1 | э. 
М 1 `a 
的 初等 因子 为 《4 а)", НАТЕ СА 0)", WAA n ВЕЕ, E 的 
初等 因子 为 (4 一 9》" 。 这 样 ,就 可 以 从 初等 因子 着 手 去 求 与 已 知 矩 阵 相 似 而 形状 又 简单 的 矩 


RE. 
设 Апи р, РАПЕР 421—4 ИЕ 


CASA)", АА)", +, САА 2: 
HEP ni л, ee Tn =n, (Ел, ТЕЕ: 


A. \ 
J= 1 | (2-24) 
1: 4 х, 
命 
Ti 
J= la, C225) 
| J, ) 
则 A~] | 


事实 上 ， 因 为 


AI, -- I, = 
Сд А) "ғ ) 


— 


所 以 
{ 41-1; 
АІ, —І, ， 


AT—J = 
41,—7, 


由 定理 2,2.9 知 ，47T 一 7 的 初等 因子 是 
САД Ai, (A—As2 i, w. CASA) r 


ШЖШ 2.5.21, ，147 一 4 17- 了。 因此 4 一 7 
通常 称 了 是 4 的 Jordan 标准 形 ， 每 个 了 RA Jordan ik, 
下 面 我 们 讨论 矩阵 А 的 Jordan 块 与 特征 向 其 之 闻 的 关系 。 


由 定理 2.4.1 3⁄4 
17 一 4 一 17 一 7 


E 
тап&Е(А1—А)у=таһк(А1—/) = CA Ty 
te 


14d =1, 2, ey 7) 是 4 的 某 一 个 特征 值 ， wi 
| AiAi: | 


Lih: 


А.і. 7, 


EA, ， 当 1 23814. BH, 
| rank Ale =, 


当 A= 1, 时 ， 
rank(A I, —J y=n,—1 


Ж 
(1) # åp Аз, e, А. 全 不 相同 ， 则 


rankCAsT— 4) = у угапк(Д,1—/,у=п—1 


i=; 


Га 


因此 ， 线 性 卉 次 方程 组 
СА 11 Ак =0 


的 基础 解 系 只 含有 一 个 解 ， 子 是 4 法 应 于 д, 的 线性 无 美的 特征 向 量 只 有 一 个 ， 上 叱 即 在 《4 
的 Jordan 标准 形 中 ， 每 一 个 Jordan 块 对 应 4 有 一 个 特征 向 量 。 这 时 ， А ж т ланах 
的 特性 向 量 。 

(29) + А1, Аз» ...; А. 中 有 相同 者 ， 例如 A:= A: Ы ИП Fis Ta 的 特征 值 相同 ， 不 

难 知 | . 


rank( A I— 4)=n—2 


所 以 4 的 特征 值 1 ,对 应 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 县， Hie, 仍 得 到 4 №. Jordan 标准 ЖИР ҖЕ 
一 个 Jordan 块 对 应 4 有 一 个 特征 向 量 的 结论 。 

TERNA TEEM, 

定理 2.6.2 设 4 的 Jordan ЈИ J т 4 Jordan He Л, Jas +, 7, 构成 ， 则 

(1) Аж r AREARE Es 

C2) 特征 值 4: LARRE а, h КАШ 


a,=n—rank(2 ,I— A) 


12.6.1 Ж 
-1 —2 6] 
a= —1 0 J 
okei —1 4; 
的 Jordan 标准 形 : 
(W) Hk 的 初等 因子 
itl 2 一 | {1 | ` 
А1—А= 1 .1 —3 айне = А-1, 
1 1 44) д-р) 


因此 ARATE 
‚ (4—1), (4—1)? 
át Айз Jordan 标 崔 形 是 


1 0 0) 
J= Ө 1 0 | 
0 1 1: 


Wo 


例 2.6.2 求解 微分 方程 


dx, 

dg 771 — 2x, 6х3 

Ta tsr | 75 (-%) 
dr, _ 

dt = =—Xí—x,-F-4x, 


( 解 ) 设 


х= (015 ж, Xa)”, 和 


Зе йз че]. 


WAEA 2-26) 可 以 写成 


q 74 
其 中 
“1 -2 6) 
а= — 0 з | 
l- = a) 
由 例 2.6.14 
1 0 2) 
4-2 =) 0 1 o | 
\0 1 1? 
МЕНЕ РИН ВЕ Р, {ш 
` 4=РЈР-! 
.于 是 
28 = pp x 
= р-› Se уреа 
+ у=Р-!х 
于 是 得 到 方程 


把 7 代入 上 式 ， 有 


0 1 1 
.其 

127, 

тар “E 

dz, 

фр 一 加 

dz. 

de =#, +Y; 


ШЕ БАЖ S 7, A B, ЖА x= Ру MERE in х. х. 

由 例 2.6.2 可 以 看 到 ， 在 解决 具体 问题 中 不 仅 要 求 出 Jordan ФИ, ПОН К Н 变 
换 祭 降 了 ， 王 面 我 们 来 讨论 炬 阵 三 的 求法 。 

设 А BJ Jordan 标 淮 形 为 1， 则 


其 中 


ҖЕ ЙЕ P 按 Jordan 块 的 阶 数 n, 进行 相应 的 分 热 ， 即 设 . O. 


.P={P,, Pa ө, PB.) 


其 中 P, #£ nx n, BERE, 因此 
A(P,, Р,, rer, Р,) 


=(АР\, АР, ++, АР,) 


= (Р, Р,, , P fs 
7, | 
比较 上 式 两 端 得 | 
АР, =Р,], (i=l, 2, = т) : (2-27) 
命 ñ 
P = [0415 Wiss жө, Kinz) | 《 2-28 ) 


其 中 хаа, Xirs ө, жү, ЛЕЙ, ШЙ, ху, Xien, 是 线性 无 关 的 JE 
BRAA ( 2-27 ) 得 Е 
(Ах, Аж, тө, Ax...) ` 


一 《1 w Xin.) 1. 
| | 1 2, J 
$ ЕЗАРА 
r AXi =A аА з 
AXi = A X; БА: 


эта сен тайтак яза Фен эзет зз ` ( i=], 2, ...y r) ( 2-29 ) 


Ax; i= A х: Xin 


1 1 


~ Ах,„,=А,Х%„, 
HA (2-29) 的 最 后 一 个 方程 看 到 ， 列 向 量 x;, | 是 矩阵 4 的 特征 值 为 A: 所 对 应 的 特征 向 
Ж. 且 不 难看 到 ， 由 Xin; 可 以 求 得 Xi;,,-! ЕД ИТД ке 7 -HE Wil ° 


因此 ， 长 方形 矩阵 Р, 可 以 求 得 。 
由 定理 2.6.2 i, WER (2-29) 的 Xin, оа. ж, 是 存在 的 ， 且 是 线性 无 关 


的 。 因 此 ， 对 于 每 一 个 P, Ci=1l, 2, <, ry) 都 可 以 按 - жеж, Ап A Р, 
由 式 ( 2-29 ) 我 们 还 可 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 2.6.3 15 А00 Jordan 标准 形 为 
ОЛ | 
I=) h | 
| 7, j: 


MBJ Ja e, 7, 中 至 少 有 一 个 是 真 Jordan jt, ЕЕЕ PHN E x, ER 
CAT— Дух) © 


(А1—- А)! x= 
Жор р22 为 基 一 个 整数 。 | 
GERD 由 式 (2-29) Я 
n(A- Aw i= — У 
IZA 
| көзө | (2-30) ` 
AZAN in Ni | | 
LAT -Ai = 0 
依次 以 CA 人 > ， Сд А)" 72, +, Q I Ay, Е яуа ( 2- 30 0 的 第 一 个 
方程 ， 第 二 个 方程 ，…， 第 #i ку жт, 个 方程 得 到 | 
ал анаа 


: нерава йен бае рон pun эзе еее úa? йеп ава 
I 
| 


к AAN; ;-1=0 
СД: AX ia, = () 


ЕЖА л, пуу .... п. 中 至 少 有 一 个 空 2 (H7,, 7, эЛ, 中 至 少 有 一 个 是 Jordan 


块 》， 那 么 注 足 定理 中 要 求 的 向 量 x 是 存在 的 。 : ] 
有 时 称 满足 定理 中 要 求 的 向 量 x 为 4 的 广义 特征 向 量 。 
5] Jj НИНИ 
эз 用 初等 变换 把 下 列 BEARER — í í í 
у ТА 245] (з) fimi | o \ зс 
22354 34 2 | 60 д1) 
(1-4 àt A) | Шш 0 7 
(8 | 4 4 i | (4) о 4 :0 | 
atar a? =at) 0 0 CD бома 
О 0 0 А? 
| Ü Ü д2-А4А 0 
0 0 G=) 0 0 бо 
42 一 0 о о * 


-fim 


2-2 不 用 初等 变换 把 下 列 A-EM БЕЙ: 


[àD 0 0 \ 
(I) | 0 А(4—9) 0 | 
. 0 0 CA DCD 
-3 —i 0 0 1 
4 ¿+A 0 ol 
-6 一 42-2 -1 
14 5 1 1) 
ata B, 1 0 
k ata 0 | 1 | 
0 о Ata В | 
0 0 —#ё ita. 
A 1 1 ==... 1 ` 
А ` | =s... 1 
(4) À a 1 《# 阶 》 
A 


2-3 А ЕЕ, ЕТШ Р, Pr 以 及 阶 = 如 下 : 
(1) Atl, 4+1, (4+1)#, 4—1, (4—1); т=4, n=5, 

(2) 4+2, (AHD, (4+2), 0—2, (4—2)%) r=n=4, 

(8) A=B 4-1, 02-1009, 3+ 2, (4 十 2)2 r=4, n=5, 

2-4 iE Jordan $k | 


= 1 


0 0 l 
相似 于 
| i ë O 
0 4 e 
lo o a 


这 里 2 专 0 是 任意 实数 。 


2-5 ШОМ ВЕ 


iol, N СА 1 . J 
Е о. 
А = А | B=| Ps. s. h, 
: 1 i? |98 . >. 1 
| 57 Le още 4 


Ж 2-10-19, ШЕВ 4, 
2-6 Ж: 4— A, | - : . ' 
2-7 #40, 41-0, (22), M 4 不 能 与 对 角 矩 阵 相 似 AKDERE). 


2-8 847—1, W ASIRI O; 
2-9 W Лз=А, Ml 


| 
| 
an 
| 
.. 
i © 
2-10 求 下 列 炬 阵 的 jordan Р pie P. 


(1 2 "1 I j 13 16 16 
(1) | о 2 o! (2) |—5 —7 —6 
-2 一 2 1) 0—6 8-1) 
Y 4 5 у o. 1 1 S 
Сз) 1-2 一 2 | (4) |—3 —3 3 
l-1 -1 ,| | p -2 ` 2 
2-11 ЖЕНЕШЕ ЕЕН i 
( 1 1 1y 4 5 —2; 
(1) 1—3 =3 3| (2) 1—2 —> 1 
—2 —2 3; -1 —1 1; 
3 i 00 -2 2 -1 —1 
i= 4 -1 оо 2 —2 —1 —1 
(42 (4). 
6 1 21|. -1 —l —2 2 
—14 —5 —1 nN) —1 —1 2 -2 


rr 


REE РИИ 
前 一 章 我 们 讨论 了 元 素 为 中 的 多 项 式 的 趣 降 ， 这 一 党 讨论 更 为 一 般 的 元 素 为 艺 的 实 函 数 
的 矩阵 。 这 种 矩阵 称 之 为 了 击 数 矩阵 ， 它 是 拒 阵 分 析 中 所 对 研究 Ау o 


жю нол Й ЖА, з] Наи E асч 
的 线性 相关 性 。 . . О 


83.1 йш 
DREE HRR сс 


27162 2G,,(X) = арх) 


Ia, (X) azal) + аз) 
Ах) =. | 
АДЫ .. ve 


Aa (X) aha (X) Caia a, C) Jaxa 


FARSER, MOO b esta, (x) (i=), 2, s,m j=l, 2, =", n) 是 定义 在 区 Dj 
(а, b) ЕРА. f 
щ m=1B, доз ВАЕ, 4 n= РВ, хо ЖП. 
函数 矩阵 的 加 法 、 数 乘 、 乘法 和 转 置 与 常数 年 阵 的 相应 运算 粗 同 。 即 
ИЕ AOS, (х) ха, Вб) Cbi s (E) aas 它们 的 和 A(x) 十 BCX) 定 义 为 
A+ Вх). (а, СХ) В (Xn К , 
"EST. ко) дух MRR, А0) =la A) uxa EONA MERRE X 为 
k(x) Ах) Èa, (x) nx, . 
mi 设 А0) (a, E) nara BOD =(ф, Ce a 它们 的 积 4 ООРУ: 3 3 
ABOE е О 


其 申 сур) = Na, ,G05, Cx) G=], 2, “t, m; j=l, 2, khia п), 并 说 AYAB G 


t=1 


р 
WR тера 


2:165) 21:5) ө PRESE 


aG) а, (х) + а) 
А‹(ху=| - ' | 


TAES ami G) s.. „„(х) тхл 


-一 64 一 


BREER ATOA 
| gi (2) КСЭ. ас s, @)3 
412009 14220) oa | 


LETETI фра 


E 
| 
AT(rY = = 
| 
L „С 2, „Сх) ө а СУ? „м 
由 这 些 定义 可 知 ， 它 门 的 运算 性 质 与 常数 矩阵 的 运算 性 质 相同 ， 这 里 不 再 列举 。 
定义 3.1,1 RAOS (а, ONA BR 8 ha B, ен ABB BG)= (b, (ху), 
使 得 对 于 任何 *E re， 的 都 有 
А(хуВ(х)у= ВохуАСз у= I, {8-1) 
则 称 AGEL, Б) ESTE, Воо AG) RREN, 80 47:60, 
ELLI о ЕС Са Р) Ера ТА ЈЕ АС 1 在 (ae, 们 上 处 处 不 为 零 。 


并 且 
Aia) = r di AG 
其 中 | | | 
{Адаб AG э Ашу, 
adj Ас) _ 4909 Aa т Aa x 


AG A.G) we AL) 2 


А, (tx) 是 4A(x) 中 元 素 а; (x) 的 代数 余子 式 。 

证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 

EX 3.1.2 El, b) ҺЕ О ИШ лскин ET SATAN КЕЛЫН ВЕ А200) 
Pk, ipte rankACx)。 

ЖЯ 3.1.3 AOA, ЖГ п ЕЖЕ, mÆ rank A=". и Ах) В 
秩 的 。 

我 们 知道 ,对 常数 矩阵 4, 如果 4 是 可 道 的 , 则 А WARI 反之 ， РЕ 4 是 满 次 的 ， Ш 
А JTB ERRERIK, — 4 n ИШ ЕРЕ 4(x) 如 果 在 (4,5) 上 是 可 逆 的 ,那么 , 行 
列 式 |ACx}] 在 ta, 站 上 处 处 不 为 零 ， 因而 АС ЕЈ Б, п ЕЕ ВЕ А Д 
一 定 是 可 逆 的 ， 这 是 因为 当 АСХАБЫ, АКШ 4(*) 的 行列 式 不 恒 等于零, 不 排除 
JAG) | 在 L0, 引 上 有 零点 ， 因 此 ，4(x) 在 L2,5) 上 不 一 定 可 道 。 例 如 ， 


r 1 
A= | | 


1 
1 z] 
[Афу] =х®—1, MEERA, IE, Асва, CEMR H. 但 是 4Cx) 在 (4， b) 


一 65 一 


LERENA 0,5 ИШИП» SKA р) ДД tl, AOEDD ЕЖ Ж, 
AORTE, RAE ВЖЕ +1, AOE, DEEE K, AOT E T 
的 。 

киш АП 的 特征 矩阵 (47 一 DEATH А 的 矩阵 ， 它 是 满 秩 的 ， 在 水 包含 的 特征 
慎 的 区 间 上 是 可 道 的 ， 咨 则 是 不 可 道 航 。 

定义 $83.1.4 # Аб) = (а, axa 的 所 有 各 元 类 a, OE хех, 处 有 极限 ， Hp 


‚ Hima, (O=; ({=1, 2, =, m; j=l, 2, w, n) 
FT | . 


其 中 a, Е. Ш AE х=х, 处 有 极限 ， 县 记 为 


lim Аб A 
m 21: fig Gia 
азу 2,5 а 
其 中 а= 


E 4Cx) 的 所 有 种 元 COE х= x, 处 连续 ， 即 


lim a, CX) =a, (x0) (i=l, 2, m; j=l, 2, эе, п) 
rx, о 


ER АСЕ хх, 处 连续 ， 上 里 记 为 
lim AG) = A(z,) 
.—— =. А 


(211052 ац: Со) ++ G, G.) 
| . 
| aala Aala) = aa, Xg), 
Hh AG) =) 
1 
lami (Xo) 3.056) > Aal) 
容易 验证 下 列 等 式 基 成 立 的 。 А 
设 lim 4G@)= A, lim B(x)=B 
#-—>* | Fi . 
йй 
(1) lim (А(ху+В(уу=4А:ЕВ 
rf— х 0 ` 


(2) lim {ЁД(ху}=}Д 
(3) lim (AG5BG)= AB 


ОИ СЕСЕ 


m= 3.2.1 H Аб) = (a, Daxa ЁГ $ ú G. 00)07=1, 2, сут j=1, 2, 
м D 在 点 x= xo 处 (或 在 区 间 {e， 的 上 ) 可 导 ， 鲁 称 此 范 数 矩阵 AGO4E уе, 处 (或 
ERA, DL) 可 导 ， 并 且 记 为 | 

Ао) MOJ А п AG, +AD AG) 


кезк, Siso AT 


ala) 91.00) me ар.) 


05.6) aiala) s.. е G.) 
=) (3-2) 


Vas i (x) ааб Мы а.к? 


АЖЕК оа RA FAHEEM: 
D AG) 是 常数 矩阵 的 充 要 条 件 是 
dACx) 
— Ü 
(2) % А(ху= (а, 3) В(х)= (b i)a 838, 则 
140) dB (ху 
ч [Аоо+Во)]= +“ 
(3) Bko? ан, Ах) АЖЕ, Kx) 与 x) 均 可 导 ， й 
ia ie) M. | 
特别 地 ， 当 Kx 是 常数 上 时 有 
4 ЗАС) 
AG) 一 


C4) В Ао), BORTE, Н А0) у.В Оу аре, Wi 


асову) = TAE) BAE) Br)+ Aay BO 


RARER 没有 交换 律 ， 所 以 


-E ayan O Забо 


i зсув O 1400. 


(5) 车 A(x) 与 A (ху тру. HHJ 


< 和- -ao -人 ЧАС. „4710 | (3-3) 
GEH) 因为 
Аз охуАху=1 - 
BUL 
І CA) A = 24 GO. A+ A :x o 
主 是 | 


44" 1б) _ -à 4А(у ду 
47 — årig) — = í (л). 


‹6› 设 (x) ЊВ, x 一 了 i) 是 гр, GAS Одун, NU 


d А00 24) 


О А(ху= — #' (D = FO 


ANGKAS AENG- ашин, «чуг. Ta 
阵 对 纯 是 的 高 阶 导数 : 


СЕ Ао ~ а (246 dA) ZGN 2409 


dt AG) _ а 4 ле) ) 
dx . da 


EXS 2. z BE Ж О) 001,09)... ЯН # Ж a, G) (2== ], 2, "y 
т, је 1, 2, es пуй а, DERB, MIAE DETR E 


š ч, 
b [аз сог [ ауз (х) =... | a, (O dx 
Í Aod А .. ° 


a `... ГЕЯ ` тез : asa 


- КО Sanoa ене Га. соак 


ЕВГЕ Е JR, к 
а) | кода Í лода: kER 

(2) WT ao во | 

АЗЕ. 


533 ШЖ ЛЖ 

Кыш ване ы E TESIEN 
ESA РЕЙ 77795 | 

= x 3.3.1 设 有 定义 在 [4， 站 .上 的 mr 个 连续 的 函数 向 量 

| а, (х) = (а, (0), a, GD, +, а,„(х)) 
(т=1, 2, +, т), 考 在 在 一 组 不 全 为 堆 的 实 常数 上 К, һи kas ERT Bç q B9 z € 
(e, b), SX СН О 

x G (x) +k, A XT = Fk. а. (х) = 0 (3-5) 

成 立 ， RTE 说 ， 在 [&， byka), а(х), +=, ах) fE Н X, 否则 就 说 о. С), 
| aa), “, Соян. 即 如 果 只 有 在 k i=k,=.=k,=0 时 {3-5) 式 才 成 立 ， ЖАШ 


а, 0), а,б), = AREER. 
定义 3,3,2 аб), а, 0), ++, а) т Е (а, b) БЕРБЕ ЕИ 


а, (0) =R CE), G e (Z), +#, G (X) С, 2, w, т) 


| а, (ajde | (83-6). 
| | (т, j=l, 2, =o, т) 
П gr， ЖЖЖЖ ЕШ | 
С == (в). | | | 
Ж a GD, ai), e, a, GOB Gram ER, det G 称 为 Gram 行列 式 。 
定理 3.3.1 EXE, 5) БАБЕ а. (х), a, e, а„(ху 线性 无 2: ÉS 
а ЖЕЙ Gram REAMER, 
GE) 设 \ 
kidlat k, a, (х) Еа (х) = 0 | 
Е БК атои, эх 积分 得 


Í [Bias ]е атба)йх= 0 i123 102 (3-7) 


«ie 
ЕЩ | 

Z| a ar Ds G= 2 m) 
合 . 

и=(Е,, k "э ыт 
(3-7 SR - 


—69— 


сты 0 (3-8) 


Ж GT ERR, WAG-DRAF 解 ， п sC WB Mh =b =*==k,=0, Bí EL 
а(х), a,G), ++, а.с. 

Ж C7 不 是 满 黎 的 ， 则 式 (3- 纪 有 非 堆 解 ， 此 即 当 G 库 攻 时 有 一 组 不 全 为 过 的 已， 2s 
…,ks 存在 ,使 得 方程 组 (3-7) 成 立 。 以 下 Ke, =k, 依次 乘 方程 组 (3-7) 的 第 一个， 第 二 
个 ，-…， 第 韦 个 方程 并 相 加 得 | 


{ [ua eo 5а Juaalg io О (зз) 
命 
асу Èk, a, GO 1 > (3-10) 
将 起 C3-10) 代 入 趟 (3 9 得 | 
| асоатодаеео ие | (зи) 
因为 асудан, aT(x)a(x) 对 于 所 有 的 + 都 是 非 负 的 ， 所 以 只 有 当 
a Thao үле, b) 
时 式 (3-11? 才 成 立 ， 因而 a, G), a,G), = G,GD20E3B3089, С 


根据 定义 判断 一 个 函数 向 县 组 的 线性 相关 性 需要 在 区 间 (“， 门 上 的 每 一 点 考察 (3-5) 式 
是 否 成 立 ， 因 此 是 相当 困难 的 。 而 定理 3.3.2 则 给 出 一 个 简单 的 判定 方法 ， 即 计算 一 个 常数 
ЖЕКЕ A MBEE EA T o 

{13.3.1 Ша,бо)=(0, х), а,(ху=(х, 0), HH 


| SAES | 
в 610),а:0) | хабе 1.069 —а°)у 


А! 


5 
з=] xd 一- (09 —4%) 
р а(х), a (х) Gram RW 
Í га (bs аз) 0 
= | 
_1 ‚а ga 
| 0 zta?) 
їй 
detG =i- (b?—a*)? 


Ч asb р, де G>>20,a GD, OE, b) LEREZ. — 
定理 3,3.1 8, ЖЕ ЖАНЫК ЙЕН, MEH Gram 矩阵 判断 该 函数 向 量 组 


ETREZE, (B Gram Еул ЖЕЙ О, а ЕЛЕЕ, MERE 
JE 8 ГА Sh 3⁄ , BATME E ЕРЕ S 89 rik р 832 5138652558 38254, 

定义 3.3.3 Ша, (х) = (2,10), а, (ху, +, а,„(хуубт=1, 2, ==, my JE m Е 
M (a, b) Ей m-i 对 导数 的 函数 向 量 ， 记 | 


a, (x) ` GG) a, G) = ZI, G). 


AÉ] qr) |= aE) a) ++ a,,GO 


(3-12) 
а(х) Qn1 (Z) dans (X> ku z, (x) 
JA SR ВЕ 
И (ху (А) A Огу A у) уа | 
ау) ах) s аууб) өз а 0) арр оу е а а) 
Gq.) dG, GX) me 25,00) == аз (X) аза G e арк CX) 
алб) Anr) = ам) sss ахта г) аба у + акла) 


是 а. (х), а, х), y а „(хуй Wronski БЕ. # 中 А' (ху, А“ (ху. ө. A= (хул 
别 是 А00). —Br. ++. (от—1) ЖЮ 
下 面 的 定理 给 出 了 国 数 向 量 组 线性 无 关 的 一 个 充分 条 件 。 
定理 3.3.2 WWG) a, (х), а, (х), ++, q С) ВЕ. ЖЕН Ca, 2) ЕНУ 
ЖАШ 2, € (a, b), 常数 矩阵 友人 的 秩 等 于 ть MAn Е а, (х), а,(х), ny ün r) E 
la, HOEREER. 
【证 明 ] MERIEN., i a lG), A, а„(ху{ Са, DEREX, ME ТЕЛ 
全 为 零 的 常数 kis kas "... k, 使 得 对 于 性 意 xe (а, HRA 
EEE ` 
将 此 式 逐 次 求 导数 ， 得 
AR XT Es air) mt an) =0 
， ss РГЕ (3-13) 
палоо уат уфе ад"? С) 0 
Ж т РЕА z C DIRX. л, 代入 (3-13) 式 ， 并 改写 成 矩阵 形式 


G iG 2 G.C) ve Amg) Y fà 
k 


а!«„) а! (х) + ах) ОР 
| | = (3-14) 


|Ë 
] 
Маро) аро s аро ө kn 


k, ЖАЖА РР (3-14) RREA Pk F m а: (0), а, (2), +, аб) 
B bs. W GOE хх, RE W (хо КЛР m, BRET. 1 
例 3,3,2 Е: | _ 

a, G= (1, х, х?), а.) = е", 1, x) 
АІ 
баб) /1 x xà 


IOS (асо 1 1 zj 
AG) = |29 +) 1 27) 
а; (х) le 0 1) 
1 x @ 0 1 2 
VS] e 1 x ето 1; 


Бутова, да: оча, сов. 


zV 


“з: PEE Hermite EBE 


ЕРТЕ ДЕЕ МЕРЕ jt; P 535 £S nik) Ë 5 EE, Hermite #94 R.Hermite 4i itie 
ЮА, EK F, [н] 5 8 у EZEREN, Schmidt ААЙ И, AFA 
zH Дф, ЗРАКЕ В, Hermite 85 Hermite Ж K, = Zm Hermite H, Rayleigh 


Ae 
й. 


94.1 本 空间 


1. НУН 


ФӘН н, Ар АУК ИА ИШКИ АЕ, ВИЗА, ОЕП 
专 几何 空间 的 向 量 作 为 线性 空间 的 一 个 具体 模型 那么 向 量 的 度 其 性 质 ik E ЖЖ 
等 在 线性 空间 的 理论 中 就 没有 得 到 反 且 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 把 度量 的 纸 全 推广 到 一 般 的 线性 
空间 中 。 
在 向 量 代数 中 ， 向 量 的 庶 量 性 质 都 和 向 量 的 点 积 ( 数量 积 ) 紧密 相关 。 而 且 向 县 的 点 积 
次 上 明显 的 代数 性 质 . 所 以 在 抽象 的 线 狂 空间 讨论 中 ,我 们 取 内 积 《 人 
НЕЖНА. | 
SS 4.1.1 没 了 是 实数 域 R рупа, V 中 的 任意 两 个 向 基 yx、 ут - 
确定 的 方法 使 之 对 应 于 一 个 相应 的 实数 ， 这 个 实数 宗 为 内 积 ， 记 作 《%，» ) ， 并 且 内 积 注 
TFAM (Е: 
(1) (x, у)=(У, х) 
(2) (kx, у) =і(х, у), 上 为 任何 实数 。 
(8) (x+y, Z)=(x, ж)у+ (у, 5) . 
(4) (к, 0, HHRH x=0 BF (x, xy=0, 
这 里 x, y f z EVERA. ARRES V 称 为 上 维 欧 几 里 得 空间 ， 简 称 n 2 
氏 空 间 。 
例 4.1.1 еван R* Фуа В (2, nappa T Ы y= (б Р, sb )T 
定 交 内 积 为 
(x, y)=yTx= =2;b, Hbi L= .+а,Б, (4-1) 
不 淮 验 证 ， 这 样 确定 的 内 积 符合 定义 4.1.1 中 的 由 个 人 条件 。 所 以 E" 是 欧 氏 空间 ， m H R" 
表示 。 公 式 《 4-1 ) 是 欧 氏 空间 R 中 最 常用 的 内 积 定义 。 
例 4.1.2 EHEH (2, 0) Ева иан Н Саша fh, HRR OO, 
EDE Cu. 定义 内 积 为 
78 — 


A 


(f, s)={ ROOLI 
ШС. 是 欧 氏 空间 。 
事实 上 ， 连 续 函 数 一 定 可 积 ， 所 以 | f(1)sCtydt 是 唯一 确定 的 实数 。 同 时 它 满足 


Ë b 
(1) (f, a)=| оваа соса f) 
b b | 
(2) cf,8)=| овса усас, д) 
| B 
(з) +в, =] С «09 + gC) hd 


ООНГО 
= (ў, hy+(g, h) 
(4) реа adeo, н | со 538 E k te 
AFS. [БЕ С L, 是 欧 氏 空间 。 | 
94.1.3 BE R: 中 对 向 量 x= (a а) у= (bi, В.) 定义 内 积 为 
(х, у) = 2210, +а,, Ба, +а,, | 
那么 这 样 确定 的 内 积 符合 定义 4.1.1 中 揭 四 个 条 件 。 
(1) (y, w)=2b,a +b; 2, Ра ба, 
| | =2a,b i +26, +a,b  Fa,b,=(m, y) 
(2) (kx, y)=2ka,b +Ка;ь, Ка, i +ka,b, 
| (2416, Haiba +а,Ь, +arb) = kX, у) 
(8) а= (1, 62)?， 则 
(ху, #)=2(a +b i)c i +(a, +b,)e, 
Ha, 0,91 十 (qz 十 bs)ca 
=2a,c i +a ic; T+Ta,c i +a,c, 
+2bici +bic,+b,c; thes 
=(х, #)+(y, 2) 
(4) (x, wm)=2a1+aa,+ay,a,íÁ+as 
== (G +-a,)t +812 0 


等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 < az 一 0， 即 光一 0。 

上 面 讨论 的 内 积 是 在 实数 域 上 的 线性 空间 内 定义 的 ,因此 内 积 (xX,》) 是 实数 。 对 于 复数 
域 上 的 线性 空间 ， 我 们 规定 两 个 向 量 x, y 的 内 积 ( #，? ) 是 一 个 复数 ， 因 此 内 积 定义 中 
的 对 称 性 条 件 《 x, у) = (3?，x2%) 要 作 相 应 改变 。 

定义 4.1.2 设 了 是 复数 域 上 的 线性 空间 ，T 中 的 任意 两 个 向 量 x, y 用 一 个 确定 的 J: 
法 使 之 对 应 于 一 个 相应 的 复数 ， 这 个 复数 称 为 内 积 ， 记 作 (x*，y ) ， 并 且 内 积 满足 于 列 四 
.个 条 件 : 

(1) (m, =, a), ERO, ж) 是 (y, xy URREA. 

(2) (w, ky)=k(x, у), 为 任意 复数 。 

(8) (х+у, ж)=(х, z)+(y, 2) | 

(4) (х, ху HIERA, SHER a= 0 Bh, (w, w= 
KEX, у. ж V 中 任意 向 最 ， 这 样 的 线性 空间 称 为 复 殉 氏 空 间 ， 简称 古 空 间 。 

显然 西 空间 是 欧 氏 空间 的 推广 。 Š | 

14.1.4 在 п E [B] ТС" а ас база, а УСОВ, ОРУ. 
定义 内 积 为 О 

(w, уу= (у X =a Б, Hab, 6 +a,5, ` (A-2) 


不 难 验证 ， 这 样 确定 的 内 积 符合 定义 4.1.2 中 的 四 条 性 质 ， 所 以 C* 是 本 空间 ， 以 后 仍 用 _ 
CRR AR OD 是 西 空间 C* 中 最 常用 的 内 积 定义 。 


2. 次 空间 的 性 质 


由 于 西 空间 的 性 质 与 欧 氏 空间 的 性 质 很 相似 ， 有 一 套 平 行 的 理论 。 下 面 仅 就 西 空间 情况 
讨论 ， 其 结论 对 欧 氏 空间 基本 适用 ， 有 细微 不 同 之 处 请 读者 自行 考虑 。 
由 定义 容易 验证 内 积 的 性 质 : 


(1) (kx, y)=E(x, у) 
(2) (x, y+z)=(x, эу, 2) 


ВЕ S BS Uq. ЖЕ. жт R Tu B: д к ИГӘ f gz f — 个 商量 x 都 有 
(ww，2%) 基 0， 因 此 利用 (х, х) TUEN x 的 长 度 jx|。 - 
ЖУ 4.1.3 3k EE 为 向 量 БИЕШ СЕНИН ЮИ), 记 为 Jæ, 即 
| = (WX) : (4-3) 
МЕ 5 КТАН НОВО: kxj= jkl], Н 11-0 的 充 要 条 件 是 x* 一 0。 
事实 上 | К | 
|&х] =y kæ, Еу y kE, = Ера 
Tü H. | Е 
[x] = 00, х) = 040-0 
根据 向量 长 度 的 这 个 性 质 ， 我 们 可 以 将 任何 一 个 非 零 向 量化 成 单位 向 基 。 困 为 对 于 任何 


ae armana — pre e MEAE җн Jin S AA A не не А HI Босе а a 


хк, ан ко 
О kabae oo 


也 就 是 说 ，- -WT 是 一 个 单位 向 量 。 MQ х Ке КЕ Ж 5, 2 825 AR E (fl 1 过 


程 称 为 向 量 x 的 单位 化 。 
定义 4.1.4 FRH х, y 的 内 积 为 零 ， 即 | 
| (x, у)=0 f | (4-4) 
那么 就 称 v, y 正 交 或 互相 三 直 ， 记 之 为 YLy。 
显然 ,只 有 零 向 量 才 和 自已 正 交 ,也 只 有 零 问 量 能 与 任何 一 个 向 量 正 交 。 此 DR, 5 x Ly 
BF( 3?，%)=0 也 成 立 ， 即 %LYy 5 y | 是 等 价 的。 
由 例 4.1,4 知 ， ER h xl y 的 充 要 条 件 是 了 х= 0 х'у=0, ЖЕКЕ" 


两 个 正 交 向 量 是 实 正 交 的 。 
由 例 4.1.4 知 , ТЕС" 中 % 工 ?的 充 要 条 件 为 утх-0 R хту=0, ЖІН, ПИС 中 
两 个 亚 交 向 量 是 复 正 交 的 。 . 
ERRER MA 2: la] rB РЕД DREM, BH 3 | у, 
у= [11 : (4-5) 
事实 上 


txt yj=(x +y, x+y) 
| . ш, х) +æ, x) 
© +O, 2)+(y; y) 
‚Лау | 
用 归纳 法 可 把 勾 股 定理 推广 到 多 个 向 量 的 情况 ， 即 当 %:，X;，…， x, ЕЗ, 总 有 
[жу Tau ee Tx, {2 
EA 
定义 4.1.5 酉 空间 《或 欧 民 空间 ) 中 一 组 非 零 的 向 量 ， 如 果 它 们 两 两 正 交 则 称 向 量 组 
为 正 实 向 量 组 。 若 正 交 向 量 组 中 的 每 一 个 向 量 还 是 单位 向 量 ， 便 称 向 量 组 为 标准 正 交 向 熏 
д, | О . 


一 个 正 交 向 量 组 有 如 下 重要 桂 性 。 
ЖЕНЕ 4.1.1 А, Xi 6 w, Br ATAA ORRERA HTE 32 8 B B, 那么 


х, x, =, x, 线性 无 关 。 
GED Ж 
ER NT 0 
ж (71, 2, ws 5) 与 上 式 作 内 积 运算 得 到 


k (Xo А.) +С, Xa) He +E, С, ж,)у= б 
HA (хх, x,)=àj, le 1° (ДОН 6,; Ж Kronecker 记号 ， 当 ;一 BF, ó, =l; 当 1%} 
BFF, ó, =0) ВТ ЕЖЕ 

kX is х,)=0 


J. x, = 0 ЙЕ 
k,=0 (i=l, 2, ==, 5) 


所 以 1, 0, +#, X, 线性 无 关 。 1 

这 个 定理 说 明 ， 在 + 维 空间 ( 西 空间 或 欧 氏 空间 ) 中 ， ИГРЕ ЫЕ ЖЕШ 不 能 超 过 
n 个。 这 个 结论 的 几何 意义 是 清 想 的 。 例 如 ， 在 平 而 上 找 不 到 三 个 两 醋 难 直 的 非 曼 向 基 ， 在 
包 何 空间 中 投 不 到 四 个 两 两 蛋 直 的 非 零 向 基 。 | 

定义 4.1.6 тп СКК Нр, 由 ?个 正 交 向 量 组 成 的 基 称 为 正 交 基 ， 
车 正 交 基 的 每 一 个 向 量 是 单位 向 量 ， 便 称 为 标准 正 奕 基 。 

ВУЖ НЕ), ЖҮ 中 取 一 组 基 e, e, =s е, 对 
+ V 中 任意 两 个 向 量 


х=а,е,-+а,е,-+++-+а,„е, 
y=b e +b,e,+-- + ,е, 
由 内 积 的 性 质 得 | 


(w, y)=(G,e+a,e,+e=-Fa,e,, 
bie: tbe, tth, e.) 
= 5) арке, e) Е | (4-6 ) 
"=: 
命 . 
#:= (е, ё,) | | (4-7) 
于 是 | | 
Бараа Cis }=1, 2, сө, n) 04-8) 
№ 
5611 iz #1 
#1 81% Ез 


G= | я z. l. . { 4-9 y: | ` 


Bal Бат "** 8.» 


АННЕ ВНЕ, 我 们 先 来 给 出 一 个 定义 。 ， 
定义 4.1.7 &АҖтхп ЖШ, НА 表示 以 4 кее ДИБ ЭСКЕ ШАН 


一 ?7 一 


ВЕ, ят 
AH— ДТ 
则 称 ДЕЗЕН НЕ ЕРЕ, k Hermite е, 
不 难 验证 有 下 列 等 式 ， 
(1) A= r= At 
(2) (A+B)#= AF+BE 
(8) (#ФАун= Ан 
(4) (АВ)Н<ВНДН 
(5). ("sA 
-根据 (4-8 ) 式 知道 矩阵 G 满足 | 
GEG | (4-10) 
在 这 童 第 五 节 将 研究 形 如 ( 4 一 10 ) АУЕ, 这 是 一 类 十 分 重要 的 矩阵 。 
.我 们 称 形 如 5 4-9 ) 式 的 矩阵 С АЖ е, ез, ws е, 的 度量 矩阵 。 
ix | 
же=а,е,+}@,е,++е-+а,е„_ 
а, 


= erer, e,) 


а. 
y=b e, +В, е, He В, е, | 
b, 


b, i 


=(@ +€; s e ,) 


车 记 

C=(ary Agy у A)T 

B= b,, bas ... Б,)7 
Mj (4-6 › 式 可 改写 成 矩阵 形式 

(w, y)=aF#GB | | (4-11) 
这 表明 向量 x 与 的 内 积 可 由 x*，y ЕЖЕ ЕЮ ЖЕЛШ e ЖОЕ ЕЕ ЖЕЛ. 


显然 ， 两 个 林 则 基 的 度量 矩阵 是 不 同 的 ， 它 们 之 疝 的 关系 由 下 述 定 理 给 出 。 
定理 4.1.2 设 el er =, е, е!, el, =, el% YERA, А. В 分 别 为 其 


度量 矩阵 ， 基 的 过 滤 矩 阵 为 了 
即 


(eil, еі, wy еу=(е,, е,, w @,)P 
则 两 个 度量 矩阵 4 与 B 满足 
了 一 Pa4P ` 
(证 明 ) 38 z BRR P 接 列 分 块 写 为 
ñ P=(P,, Pa, ++, P.) 
则 由 式 《 4-12) 可 知 
| е! = (ез, е,,‹,е,)Р, (i=l, 2,==, п) 
于 是 根据 式 (4-11 ) 可 得 | 
(е, e= PZAP, 
这 样 基 el, el, =s el 的 度量 矩阵 为 
{Ceis eí) (е, е) = (el, е!) 
КИЧ (el, el) < (ej el) 
(е, е!) (el, e$) = (el, el) 
| PHAP, PHAP, ww PEAP, 
Ë PHAP, < PZAP, 


PHAP, PEAP, = PHAP, 
Р 


рн . 
2 . 
А(Р,, Р», эе, Р„)=РНАР 


l 


Pa 


(4-12) 
(4-13) 


44-14) 


(4-15 ) 


定义 4.1.8 ША, Впр, ЖЕРТЕЛЕ ИШЕ P， 使 得 


了 =Paz4P | 
我 们 便 说 4 和 B ESHAK., ЖА, B 与 P ЕЗЕН, EA 
В=рРТАР 


便 说 4 和 8B 是 实 相 合 的 。 


(4-16 ) 


(4-17 》 


—79— 


显然 欧 氏 空间 两 个 基 的 度 草 矩阵 为 实 相合 ， 西 空间 两 个 基 的 度量 矩阵 为 复 相 合 。 
在 解析 几何 中 ， 向 基 x, y 的 严 角 <x，3> 的 祭 靶 可 以 通过 教 量 积 表示 


соз:х, у= e | | (4-18) 


为 了 在 西 空间 ( 或 欧 氏 空间 ) hA HBO SIL A ЖИНИ, ИПИНЕ # Н EJ rh, Ж 
(4-18 ) ЖЖИЕЙИЗНЕЖАЕ 1 。 
定理 4.1.3 在 西 空 间 AKEZA) 中 ， 任 何 内 积 ( x, у) 满足 不 等 式 


(х, у) [= 1119] хх, ye v ( 4-19 ) 


SERS x, y 线性 相关 时 等 号 才 成 立 。 
ЛЗ (4-19) 就 是 著名 的 Cauchy-Schwarz FER, 


ШИ) x 与 》 有 一 个 为 零 向 晤 时 ， 结 论 是 显然 的 。 现 设 x, y 都 是 非 党 向 量 。 
设 u=ax+by, WJ | 


(н, и) =(ах+ру, ax+by) 
=00(Х, XEN y)}+bacy, ху 
+bb(y, yO 
Жа=(у, у), Б (у, ж) 代入 上 式 并 消去 正 的 因子 ( y，y ) 得 
(y, Yx, ху>(у, x)(x, у= |(х, у)|? 
所 以 i 
1х, у)|=}х|}у] 


等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 u=0, ЫШ x 5 y н. 
H 4.1.5 5" 中 的 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 为 


laibi tab, +a b | Ea Баз abi He ББ 
C tasi 中 的 Cauchy-Sehwarz 502) 


f 09 |«(]! позу” (|. кошу” 


EX 4.1.9 ҖЕ ЫШ x. y 的 夹 角 cx, y> 规定 为 


省 57 фол, у л 


显然 ， 当 x 与 》 正 交 时 ，<《%，37 一 x12。 这 与 解析 儿 何 中 的 观念 相 一 致 
根据 Cauchy-Sebwarz RER, 394182 82 S — s: 


рату ТАУ 


<, у: 一 arccos- 


事实 上 | ОА | 
”一 8 一 | 


jJx+yl|:=(x+y, +y) ` 
=(х, X), TY +P y) 
sjæl] Ау УАУ? 
= аура 


[а +у[< [11у] 


84.2 ER W 


1. ЕЖЕН PIE PEB PE Pš 


дерен, ЗАНЕ ЖЕШНЕН. 
定义 4.2.1 жаар 4 满足 


АТД АА? =] | | 14-202 


则 称 4 是 正 交 矩阵 。 
。 将 ЙЕНЕ ARANNA И, BH 


А=(а\, Ga ==, а,) 


Ñ 


b, | 
в, 
把 式 (4-21) КАЖ (4-20) 得 
|“ ` bi ! 
аў Б, | . 
| . 1541, а; + aps: е ЬТ, s., bTy=1, 
| ` | u ! | ` 
at; b. 
Rg 
ara, nata, ara, 
ara, ата, = ата, | 
w... эзе йз ` | 
ата, ata, а?а, ! 


b,b? b.b ... b,b? 
bbi 和 :pi +. b,bf 


b.b? b,b? b.b: 
п, 2 
= 1 
| 5 
一 于 是 我 们 有 下 面 两 组 等 式 ， 
ата,=д,, ( 4-22) 
b,bi=ð,, (i, j=l, 2, <o 2). | (4-23) 


式 (4-22 ) ЖЕҢ ТЕЗЕ ЕЗ ЖН ЖЕ ЕЛЕ ЖЕТ ИЕ, з, (4-23) ЖЕНИ ТЕЛЕЕГЕ ЕТ F| НЫН 
是 标准 正 交 向 量 组 。 这 个 性 质 称 为 正 交 化 条 件 。 反 之 ， 昔 实 和 矩阵 Aa a, HEEE 
条件， 则 有 А741, Аш А74= 447=I, 于 是 AAEE. A, ЖАРЕ А 的 
行商 量 满 足 正 交 化 条 件 ， 也 可 推出 4 龙 正 交 和 矩阵 。 于 是 我 们 得 到 如 下 的 定理 。 

定理 4.2.1 Ап, MA 4 是 正 交 给 阵 的 充 妥 条件 是 4 的 列 ( 行 ) 向 量 满 
ЈЕ. | 

= ШЕ ЖР А Hermite Ја УН ЙЧ ШШ А 9 F AEEA, 

定义 4.2.2 ЖШШЕ 4 有 


Ан Дз ААН =] ` (4-24) 


ША. 车 Ап BYEUHRE, Мару АС", 
АЭ ВОТ ЕЕ ЛЕЗ EH, MACE ЖА л BER. 
定理 4.2.2 ЙА, Вп ТИШ, Wi 
(1) Atis АН" <# 
(2) [detA|=1 
(8) ArguU*** 
(4) AB УВАЊЕ. 
(HEH) (1) H AAT = А84 = Гр 4-1 = Ан, у I AAEE АНА =I, В 
-一 人世 . 
(2) 由 .44a= 工 得 detddet4s 一 1， 因 此 det4ddet4 一 1， 所 以 [detA] =]. 
(8) 0 A (A= Ата Д#Д=А#А=1, р АО", | 
(4) В (АВ) САВ)"= АВВН Ан =, Д AB CU ss. а ВАСО", y 
推论 4.2.1 ША, B 均 为 + 阶 正 交 优 阵 ， 则 | 
(1) A- 1-. = АТС Е"** . 
(25 detA=+1 


(8) ATE Е"** 
(4) АВ, ВАЕ. 
(证 明 】 当 4 OE рЕВГ,0е:4 是 实数 ， 于 是 由 idet A|=1 A detA tn, (1) 
(3)， 与 (4 ) 请 读者 自己 证 明 。 1 
定理 4.2,3 VE À 3 n ЫЕ, WA ЛЕВЕ КИЕ 和 4 的 列 向 景 满足 EX 
EREE А Пиз Ja L ПЕ ЕЕ. BEBE 


b. ` 


| 
. | b, | 
A=(a,, Ar, ==, @ 1) == 


b, J 
EHEHEHE 
айа,=81, 
或 
b, ф = ó li 
证 明 留 结 谍 者 作为 练习 。 
2. 西 矩 阵 的 特征 值 
类 于 西 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 有 如 下 定理 。 
定理 4.2.4 ША пре, HHI | 
(1) АЙЕ ЖЕЕ 248 ( 绝对 值 ) 等 于 1 。 
(25 АУ ЗАН ЕЕ PTS DS НЕЛЕ Н EE S ЖИЛЕ ЛЕТ, 
СЕВА) (1) j ¿2 ABRE x 是 4 对 应 的 一 个 特征 向 量 ， 则 有 
Ax= À 
所 以 
xH du = À xE 


以 Ax 右 莱 上 式 两 边 便 得 
XE АН dx= K xE Ax 
E x 是 А ЕЕ ЖН 4 EAER, ЭНА 
xF = XL À xE x 
нЕ x E RAE, йк хх, ШЕ 
АА=1 
WERE 4 的 转 征 值 的 模 等 于 1 。 
《2) ЖА, 5л, 4 的 两 个 相 异 特征 值 ， й x, 与 x<; 满足 


Ax = AXi Ax = 2 ;x, 


于 是 有 
XA AX =A NTAN, 
н | 
xfx =h XIX, 
移 项 得 
хїх,(1—Ай‹4,)=0 
由 于 
| ДАДА N A A = Ai — A: 0 
因而 
1—5‹А+9г0 
于 是 
. ХН, —=0 | 
这 说 明 4 的 特征 向 量 与 2, 的 特征 向 量 正 交 。 1 


对 于 正 交 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 其 也 有 类 似 结 论 。 
”推论 4.2.2 В Аж пеН, Ш. 

(1) 的 任何 一 个 特征 值 之 模 ( 绝对 值 ) 等 于 1。 
(2) 上 《4 的 相 异 特征 和 所 对 应 的 特征 向 量 是 互 入 正 交 的 。 
证 明 留 给 读者 作为 练习 。 


5. BERKER | 
下 面 我 们 来 讨论 丁 矩 阵 的 标准 形 ， 先 证 明 一 个 引 理 ， 它 在 后 面 一 些 定理 的 证 明 中 多 次 用 
到 。 
引 理 4.2.1 $ ai= Gs а, s>, а) 是 模 为 工 的 2 元 复 向 是， 那么 在 在 西 矩 阵 
U, D a, 为 它 的 第 ; 个 列 向 量 。 
(БЕН) 用 构造 法 证 明 。 考 虞 线性 齐 次 方程 
aïs; Y, 十 x T e Ta, z, = 0 
其 中 x= (z ха w 0,97, ВОВЕ 01 的 解 向 量 a, B ba, 5 a, E, 
再 考虑 方程 组 。” Е 
аїх=0, анх=0 
取 方程 任何 一 个 模 为 1 的 解 向 量 a, BA a, 55а та, 正 交 。 
继续 这 样 下 去 ， 假 定 已 经 求 得 了 7 一 1 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 el，a:，…，as-lie 解 
方程 组 - | оз 
—#4 一 f | ` 


aïx=0, айх:=0, + айх=б 
了 到 它 的 任何 一 个 模 为 1 ОЖ a, TERG аа, аз, =, ас, а, ERREZE 
组 。 那 么 :+ 阶 矩阵 = (a,, аз, +, ас, а алу 9, а, ) BARRER. ] 
比 引 理 更 一 能 的 命题 可 参阅 下 一 节 定 理 4.3.5。 | 
{ЕТ ШЫГ ИЕН ЖЕРЕ ИНЕ. 
ж ин4.2.5 Ап ЫШ, ДЕ ПЕ РШЕ О, Ea 
U-1AU=diag t Air, Aas се, Àa) {4-25 ) 


(证明) MESKIE. АНЫЙ ОН 1 АР, A= (е0) 07 et 07-3 eT, 
所 以 ` 


ты 


U-VAU =te-inyteiñy(elny=(eiy 
设 А БИЛК k —- 1 时 定理 成 立 ， 考 虚 阶 数 为 上 时 的 情 癌 。 
J k WAER 4 的 任何 一 个 特征 秆 4:， 对 永 的 单位 特征 向 量 为 а1, ASIA.. 
.有 一 个 以 а, Я ЕТШЕ 一 (a1， а, +5 а)» Е 
АС, = (Аа, даг, Мы JAa,) 


=(A Gi, Ag,, "my Aa,) 


(4: g, da + a) 
' 
L | 
к= (|, “у, өө, бү)! | 
Ñ 4; | 
0 | ] 
[Ai 2. G, а) | ' 
0 
=U,| ` 
| Н Ar 
' Ü 
КЕ, 
РА q, dą .. йб, 
А 
UAU, = | ( 4-26) 
i А 1 7 | 
0 РА 


| 根据 定理 1.2.3 90А U җн, 又 由 定理 4.2.3 知 它 的 每 个 行 向 量 是 单位 向 量 > 
因而 | | | 


A Aitaa, te +2,2, =1 


站 


由 定理 1.2.4 45 


0,4, +0,0, H taa =À 
因为 对 于 每 一 个 i 都 有 


2,0420 (12, 3, m, K) 


A 
a, =i, =, = 60, = 0) 
代入 式 (4-26 ) 得 
AI о 0 0` 
f 0 | 
СТАУ, = А 
| А, : 
0 | 


显然 А, B-III НЕВЕ. IARR, ЕЕ РАЕВ 万， 使 得 
W'A W =diagl Aas Ав» ey дь) 


mij 


1 БЕ 1 
рб AUU, = 
т! А, W 


| =Чїа&(Д1, 45 =s А 
Ж U=U,U,, КА БЕ 
U- АС =дїар(л1, Даз eey Àa) 


显然 Z ERER, 1 
车 4 是 实 的 正 交 人 矩阵， 根据 定 理 4.2.5 知 ， 存 在 画 矩 阵 避 ， 使 得 -14 Usdiagth,, 
Aas ets Д), BIERE И ИИ МОЙ, Ars Ar 9, д, В АУР E 
Н, ОА ЈЕ 41，42，…，4。 所 对 应 的 特征 向 量 。 当 正 交 矩 阵 4 的 特征 值 全 
是 实数 时 ，4 的 所 有 特征 向 量 均 为 实 向 量 ， 因 此 算 阵 上 实质 上 是 实 的 正 交 矩阵 。 这 就 是 下 
述 推论 。 
推论 4.2.2 设 4 是” 阶 正 交 和 矩阵 ， 出 存在 西 矩 阵 Z， 使 得 


U-1 A U =diagl Ais Аз, +", Aa) 


当 4 的 特征 值 全 是 实数 时 ( 由 推论 4.2.1 ҖИЛ +1), U EESE, 
®Е ШИР, ДДД, (4-25 НИАБ ИА БЕЧО Ai, Aas Ü, À, 5 
КАНН. | | 
定义 4.2.3 А, BA n pA, FFE п РЕВЕ С, E 
U-14 UB | 


我 们 便 说 А 5 B BEH. # fira EBE Q, Et 
Q-1ÀA О-В 


我 们 便 说 А Б B EZEN. 
显然 ， 推 论 4.2.2 ERES ЫЕ Б SBS R YSI, REXA. 


84.3 Schmidt 正 交 化 方法 


1. Schmidt ЗЕ 4075 


每 一 个 t 维 线性 空间 的 基 由 4 个 线性 无 关 的 向 量 构 成 ， 如 果 这 个 空间 是 西 空间 或 欧 氏 
空间 ) ， 我 们 总 是 能 构造 一 个 标 叭 正 交 基 ， 这 是 西 空间 ( 或 欧 氏 空间 ) Hke MA 
线性 攻关 的 向 晤 出 发 构造 一 组 标准 正 交 向 量 组 的 方法 称 为 Schmidt 方法 。 现 介绍 如 下 。 

Жа,, an e, а, 是 ? 维 再 空间 《 或 欧 氏 空间 ) 中 * 个 线性 无 关 的 列 向 量 ， 由 这 个 
列 向 量 生 成 的 т 维 线性 子 空间 记 为 工 (ai，ai，…，@a,)， 现 求 了 7 维 子 空间 (glyGsee，， 
а.) 中 的 一 个 标准 正 交 基 。 分 两 步 进 行 | 


(1) 正 交 化 
命 
“b =a, 
__ _.. (Bia) 
b. а: (b,.b;) ; 
i b. = (bisa) р _ (hs,as) 4- 
b: а› I (b,.b;) b, ‹Ъ,.Ь,) b: (4 27) 
— _ (bi,a,) sss — ъ,_,,а,) b 
0, а (bi, b) b, (b... b...) 1 
容易 验证 
(b,,b,y=0 (i=j) 
(2) 单位 化 
йт 


=b = br was = r... _ 
c= 1.7" с, Б?” "9 с, | { 4-28) 
T, Cis Coy +”, C, 是 标准 正 交 向 量 组 。 它 构成 子 空间 Һ(а, а, ++ а,) 的 标准 正 
定理 4.3.1 J, n 维 西 空间 (或 欧 氏 空间 ) 中 药 任 一 组 基 а, а, ~, а, Ща, T 
通过 一 种 确定 的 方法 〈 称 为 Scbmidt 正 交 化 ) 构造 出 一 组 标准 正 交 基 。 
例 4.3.1 在 + 空间 中 ， 设 ` 


а(=(1, —1, 1, —1), @„=(5, 1, 1, Р, 
G, =(—3j, —3, 1, —3) 
жү Llao Co а,) ЕТЕЛ, 
САЖ) 应 用 5cbmidt 正 交 化 方法 我 们 得 到 
bi=ai=(1, —1, 1, —1) 


b ,= 4,— Фаз) -b.i=a,;—b, = ч 2, 0, 2) 
(b,b; 


b, = (6..4) pb (Dasg) 


а: (bib + b,b) b. 
=a,—bi—b,—00, 0, 0, 0) 
909 Ь,=0,. 所 以 三 个 向 量 ar аз, а: ЛЕВ. 显然 al， а; Ж: Е Эс Эс йу, 
ВД (а, а,, а,) 是 二 维 子 空间 ， 把 ь., b, 单位 化 ， 就 可 以 得 到 这 个 子 空间 的 一 组 标 


WERE. 
例 4.3.2 在 所 有 多 项 页 式 构成 的 线 考 空间 由， 定义 内 积 


1 
сор | Dodi 
游 虚无 穷 序 列 
хү), Xali), ...y А01), .. 


Fh r=", (n=1, 2, +=), БЕ Schmidt 正 交 化 方法 可 得 正 交 向量 (多 项 式 ) 组 
Ж: 


Heli) 5,00) =l 


„о, А (р 
01) = 101) Ježi (ужа 
; - (Hora) 091.03) 1 
Wolter 17129 000212 
| (боз о) "Ó | (у+й1) 3 


` 


Н, (Ру = 63331 
ШЕ: 


6 3 
y= 十 一 
401) 7 + 55 


10 5 
ВСР) == 5—3 р р 
stt) 8 + 21 


可 以 证 明 . 


ар d 
(ап). d* 


而 如 (1)，91(1t)，* 的 标准 多 项 式 是 


y= (#t—15 (a=, 2, ае) 


p= 11 


е,иу=-1_/-1-(из—м) 


2 2 
_ 1 / 3 aria z 
Pa) = -z (35 — 30i? +3) 


1 11 5 s Li 
Pelt) 8 / 7 (63 7024-2541) 


在 无 穷 锥 空间 中 称 多 项 式 


Pt)=— (OT y(t)= dt ga)" 


=r 一 一 一 
i Ы 2"(m1)2 2°n1 ағ 
Ж. Legendre SHR, 


2. EES UR 835 QR A 


和 们 应 用 Schmidt 下 交 化 方法 玉 计 论 关于 类 了 分解 问题。 
形 如 


{ауу dra s= G) 


其 中 “ie 均 为 正 实数 的 矩阵 称 为 正 钱 上 三 角 复 矩阵 。 
形 如 | 


l s... @ 


其 中 err 均 为 正 实 数 的 移 阵 称 为 正 线 下 三 角 复 矩阵 。 
定理 4.3.2 任何 一 个 ?# 阶 满 秩 复 年 阵 4 一 定 可 以 唯一 地 表示 成 一 个 正 线 上 三 角 复 乍 B 
六 和 一 个 酉 矩阵 U RER | 


A=UR i : (4-29 ) 
或 者 唯一 地 表示 成 一 个 正 线 下 三 角 复 年 阵 F, ЕВЕ С, 的 乘积 
A= R,U, { 4-30 } 
СПЕВ) 把 矩阵 A kA йн 
A=(a,, G,, or, G.) { 4-31) 


显然 ， G), G,, = G, 是 线性 无 美的 。 有 从 a, @,, мы a, 出 发 ， 应 用 Sehmidt 方法 Ж 
出 标准 正 交 向 量 组 Co c,, 6, Cu 它们 之 间 有 关系 : 

үле 

a, =k, Ci +k,,c, 


(4-32) 


тане вов ева ави ааа 


а, =k Ci +k Ctm tk, C, 
Hp 
k, =b, >0 (т=1, 2, =, n) 
EA (4-32) RAR (4-31) 得 到 | 
А=(а,, а», +, G.) 
== (Буусу ас: Басар ws 
ас, БЕ, zest eth, 6.) 
Ë, ka = Ёл 


=(С,С,,'*,С,) 


А=(а,, Па», y а.) 


Кэ, ci 


ѓе Фа, ei күй, 


Lk 1 К» sre kaa сї 


Ыс, с, + +, Cc, 是 标准 正 交 向 量 组 ， BOL BARU =(ci, Cp "s, ca) 与 
Пу=(сї, Сї, =s сх)? MERER, 


现在 证 明 唯 一 性 。 
设 < 有 两 种 形 如 ( 4-29 ) 的 分 解 式 : 
A=UR=DE { 4-33) 
тож О ЕН, РЯ 着 都 是 正 线 上 三 角 复 矩阵 。 由 《 4-33 ) 式 得 
K=U-18B = Y ËB 7 ( 4-34 ) 
A У=-!{0) УЧЕ, ЭНЕН У ЖААН. MEERE. 
Ж | 
К, kzi awa К 
R= k,, А kaa 
` Kan 
Б. Ei Ẹni 
R= Ea 2 Ё. 
` £.. 
(Hig Mrs 长: 
Чур Жу» Но 
ы 


Hal Bpo ж Bpad 
把 下 、 E 与 代 人 式 《4-34 ) a HIB AEAN EE ARAR, AR 
kyi=t B безай (i=2, 3 mp n) ` 
HA Euo, ВД 
| Шур =u, i=. =u, i =0 
GAVERE ПАГА A rik, Bieri, КФ} 
l Hpg ee 


yal O ша e us 
0 Н.» ө» H 


一 9 一 


XH V 的 第 一 个 列 向 量 与 其 余 的 列 向 量 是 正 变 的 得 到 


Hja =E í, = e =l , 0. 


故 得 


ни | 
其 次 ， 比 较 式 (4-34 ) 两 边 矩阵 的 第 二 列 得 到 
2 一 T， 一 站 一 一 人 一 
2 一 0 
ЖӨЕ (4-34 ) 两 边 算 降 芍 第 三 列 ， 第 四 询 ，*…， 第 4 列 ， 最 后 得 到 
y=I,=U-'Ü 
RAA (4-34 ) 就 有 
R=ğŘ, U=Ẹ 


这 就 证 明了 分 解 式 (4-29 ) 的 唯一 性 。 类 似 地 可 证 分 解 式 ( 4-30 ) 的 玲 一 性 ，。 1 
车 矩阵 А RARR, MERREN ЕНА СУС, 实 际 王 是 正 交 上 矩阵， 
R S R, 是 实 的 三 角 和 矩阵， 于 是 我 们 有 下 面 的 推论 。 | 
推论 4.3.1 (EMA r ARRENE 《一定 可 以 唯一 地 表示 成 一 个 正 线 工 三 角 ВЕ 
R 和 一 个 正 交 和 矩阵 Q ER 


A=QR | 
或 者 唯一 地 表示 成 一 个 正 线 下 三 角 实 矩阵 Ri -MERER Q, 的 乘积 
А= RiQ 


定 再 4.3.2， 称 为 复 给 隆 的 UR 分 解 ， 推 沦 4.3.1 AREEN QR 分 解 ， 它 们 在 矩阵 
计算 中 十 分 慎 要 ， 在 第 五 章 将 作 更 深 人 的 介绍 。 
fi 4.3.3 设 


写 出 4 的 ОР. 
(ШШ) 命 
а,=(1, 1, 0)7, a=, —1, 007, G,=(0, 1, 2)" 


th Schmidt ТЕ А, 
bi =a, =(1, 1, 0)! 


(bisa) а. = _. T 
b.—a, Б. 6,7 ° ' a,=(1, —1 0) 
b =a, (bia) p (ВР,,а,) р 
° 5 (bi, bi? | 


(b,,b,) Е 


=a,- b+- Б=60, 0, 22” 


Awt 8 


(一 o) =a, | 
TAO 
` ca= (0, 7, "= а,—-1-а,+-1й, 


由 上 面 三 个 等 式 解 出 a;，4:,:，Qs， 得 


a,=./ 2C1 
a,=./ 2 e, 
1 1 
AF 
因此 
A=(G;, а,, а,) 
r 1 
x 2 Ü М? 
=(Ci, С», C.) _ 1. 
© “ 7 
` Ü 0 2 
(_1 1 
-一 一 2 0 
БЕ /2 у 
=i 1 1 | —. 
| — i _ 
м 2 ~ 2 | ом? 
| 0 0 l; + 0 0 
或 


A=(aG.,, Az, G.) 


一 和 一 


[72 0 0) (ег). 
Li 0 yZ о c | | 
l __1_ 2 er 
“2 V2 | >? 
м2 o olfa 1 , 
— мі 2 “2 
=} 0 м2 0 | | =R; 
l l , |42 2 N 
м 2 ~ 0 А 1 


ЖШ 4.3.3 (Schur 定理 ) EA НЕЕ 4 TH T: — 4 ЕСК) ШЖ Н 


> 


三 角 撼 阵 的 对 角 线 元 素 大 4 的 特征 值 。 


(证明 】 用 数学 归纳 法 证 。 阶 数 为 1 时 定理 总 然 成 立 。 Ый 4 的 芥 数 为 £ 一 1 时 定理 成 


Ы 


да; 


к 


根据 


考虑 4 的 阶 数 为 上 时 的 情况 。 | 
ЖЕШ 4 的 一 个 特征 德 4:， 对 应 的 单位 畦 征 向 其 为 a, WAS R 4.2.1 有 一 个 


Х—И ЕПИР U (а, а», . 1, ) ， 使 得 
AU = 4ai， Aa,, = Аа,) 


Aí G, + 2, 


Ar G: =“ 0, 


А, 
0 
AE k-i Bris: 41 НАШР ЕСН Re， 即 存在 大 一 1 阶 丁 矩阵 W, {ЕЙ} 
W-14 W=R = КЕНЕ 


UUP AU .U,.= =R. 
| : R, Н 


Lo 


r U=U,U,, ВЕНЕВ, REEI ER. Н 
U- AU =R= LEREN 

B RAH R 是 三 角 和 矩阵 ， 所 以 三 角 矩 阵 的 对 角 线 元 素 是 4 的 4 个 特征 值 。 1 

定理 4.3.4 在 4 维 西 空间 (或 欧 氏 空间 ) 中 任 取 m 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 a G... 
а, MEEN- m 个 单位 癌 量 Ome G. s Opo EF a G., +, а, 构成 一 组 标 
准 正 交 基 。 | 

(证 明 】 Ыла, а,,++, а, 线性 无 关 、 所 以 存在 n-m AHE 和 
ERA, а,, зе, G. Б.а, Блазе b, 00—816, AA Schmidt 正 交 化 所 得 的 前 
т 个 向 量 仍 为 Gi, @,, w бш, 再 依次 作 下 去 ， ВЕРЕН ЕЛЕ а, Gg, w бы, 
nits те, Aga 1 

Хх Ж ИПНИ а: 

定理 4.3.5 0 похои (исп) ШЖ 


Gii Ciz = Gia) 


“as: g æ a | 
ТЕБА ОШ, SIn MWERA nx (п-т) ВЕ 
бузы = бу 


Tymtl "9 05, 
7, = | .. 


Apa яз тез тал s... лав тез 


Tatati ... fan” 


ER z Br ka BE | 
U=(0, U. 
ЕВЕ. 
GEID 设 忆 :的 严 个 列 向 最 为 


a,=(arí 4, а), 
= т 
а,=(а\, Gy: * Ana)» 


ы 


人 一 (Ca lin %% a.a)” 


一 站 一 


ФЕ) п RRRA у p RI UU = I, sn, Gi, а, ++, а, HARARE PAE 
X. H E FD A.3.4, Жтт k y a, G. е, G, ERA, а, =, 
а., йш, = A, HAREE. 再 以 Gy Apr E, Ёз sb АЛПЫ ЖЫ Ж 
nx (n—m) PEU: ЖА 


U=(U, U,) | 
892] КА ЗЕТЕ, MAU ШЖ. р 


类 似 地 ， 关 于 正 交 上 矩阵 ， 我 们 有 下 述 定 理 。 
定理 4.3.6 任 给 一 个 nx m( m<n ) HRE 


19 . буш 
Gag + б 


它 适合 条 件 ОТО, = 1, ВИТЕ A nx (m mygge 


ismat #* G) °) 
! 


osmil т" Gs, 


Q= 
+. +i F. | 
а зт» "e Qun 


Eg n ИЕ 
Q=(Q, Q,) 


Ж—4-Е EBE, 

在 上 -- 节 ， 讨 论 了 丁 矩 阵 4 与 一 全 对 角形 矩阵 西 相似 ， 即 对 于 任何 一 个 西 矩 阵 A, 1р 
Ж ЛЕВЕ ОС, 80А U 是 对 角形 矩阵 。 现 应 用 Schmidt 正 交 化 方法 给 出 求 西 矩 阵 U 
Bg zp E: . 

(1) 求 出 4 的 所 有 的 相 蜡 特征 值 Ao Ar < А, ЖЩ ЛШ, kastes К, 

(2) 对 于 每 一 个 А, 求 出 个 线性 无 关 的 特征 向 量 Oj G... s G... 

(3) 应 用 Schmidt ЕЖЕ}, Аал, G, +, а,,, 出 发 求 得 标准 正 交 疝 量 组 
1 显然 它们 是 л, 的 特征 向 量 。 | | 

(4) BA Ais Arnos A ES 所 以 向 量 组 cl Cias =, Cis =, С, 
Cpo 3 ©,» ‚ 是 标准 正 交 向 量 组 ， HH ki tkt +k, =n ДНЕВЕ 


U=(c11, Сз, "e Cips y С„;, Сузу эту с,,,) 


%ВтЖ ER, 
一 96 一 


584.4 ЖАЗ XT Ak E EE 
ШР, ВЕНА ФЕ л, zo =s z. N 


RETT Fas mey х.) 


| =f +22 i XZ iX = L2a X. |е а, | { 4-35) 
АЖ ЫР 上 的 一 全 并 元 二 次 齐 式 ， 简 称 二 次 卉 式 。 
如 果 命 
ir 615 21, 
арр Gra + а. | 
A= , X= (ху, Жу, es Xa)" 


Hh ema EF, BAR (4-35) 可 写成 

RH, аскы n AREE, IRE 4 称 为 二 次 齐 式 的 
矩阵 ，4 的 获 称 为 二 次 齐 式 的 获 。 

ШЕНЕ Ce Faz", PRET 


X=Cy (4-37 ) 
Phy (з, yas w YO 则 二 次 齐 式 ( 4-35 ER 
{(Х)=ХТАХ ={‹(Суу=утСтА Сту=уВу- 
其 中 | 
| B=CTAC | 204-38) 
因为 д 
Вт (СТАС) = СТАС =B ( 4-39 ) 
ВИД, ZAFRA RR 变换 X = Cy F D 39 b — k 3 X 其 对 应 的 矩阵 满足 式 
(4-39)。 | 
定义 4,4.1 ШЕ ЖШ, А, БЄЛ", ЖАКАЕВ CEF", Et 
В=СтА С | 
WEA 5 BHE 
HER 4.4.1 оя, = F ARRIR ккан зен ‹ 见 定义 4.1.8 ) 。 
二 次 齐 式 中 最 简单 的 一 种 是 只 包含 平方 项 的 二 次 齐 式 ; | 


Kipi PIi ЕН (440). 


一 和 7 一 


ОЛА 4-40 ) 的 二 次 齐 式 称 为 标准 形 。 对 于 任何 一 个 二 次 齐 式 ( 4-36 ) 基 否 存 在 一 
丰满 秩 的 线性 变换 ( 4-37 ) ， 使 得 对 于 变量 y 佣 言 化 成 形 如 ( 4-40 ) 的 二 次 卉 式 ， 这 就 是 所 
谓 化 二 次 章 式 为 标准 形 的 问题 。 

车 用 矩阵 的 语言 来 说 ， 对 于 一 个 对 称 矩 降 4， 是 否 存在 一 个 满 秩 矩 阵 C， 使 C74C 为 
对 角形 矩阵 。 简 言 之 ， 一 个 对 称 扎 阵 是 否 与 对 角形 矩阵 相合 。 下 面 的 定理 对 这 个 问题 纵 了 肯 
定 的 回答 。 

定理 4.4.1 БАЕР Ел 阶 对 称 方 阵 ， 则 有 满 秩 矩 阵 CE 了"“"， 使 得 

CTA C=diag ( Bi, Hi, =e, He) (4-41) 

ЖФ д,СЕ, (isl, 2, w, n) 

(ШЕЮ) 用 数学 归纳 法 。 

?一 1 时 定理 显然 成 立 。 今 设 * 一 上 一 1 时 定理 成 立 ， 讨 抢 一 的 情况 。 

(1) Banii, 这 时 4 可 写 为 


a а? 
(24) 
а A, 
其 中 a 为 (k 一 1 ) хі, A 0006-1) ЙАШ. 
令 


则 有 


全 1 1 - 0 аз 0 
ааг [= 
0 аа f N 
12 А, 为 (K 一 1 ) ЖИЕ. ДИА АЖСК—1)И ЖИШШ. JAG H НЧ Б Е, FE 
(k—1) 阶 讲 秩 矩阵 Cs*， 使 得 


CgC: 一 diag(aua， Har s, бу) 


10 
.. оС, 


СТА С =diag ( Ёо з, уйу) 


(2) 设 cit 一 0%， 但 是 对 于 革 个 1 有 ai, 六 0， 这 时 只 要 把 4 的 第 一 行 和 第 i 行 互 换 ， 
然后 再 把 第 二 列 与 第 i 列 互 换 ， 就 归结 成 情况 1 ЛЕВЕ ВАУ 4 施行 如 下 ë 
算 ( 称 相合 变换 ) 


#& 


WE 


CTAC ,=P0(1, DAP, 1) 
其 中 


С,=Р(у, у= 1 + Ü O s Djerf? 


` 0 жив афа senste 


; 列 
шнш PO, 是 由 单位 矩阵 互 换 第 一 行 与 第 | 行 所 得 。 显 然 
Р(1, те Pd i) o Е | 
(8) =й = eSa, =, Ш а 00721), PARER 
PO, iAP j) О 
可 以 把 a4; ВЕНЕ ИЙИШ. MATUUH о, :二 0， 这 时 可 令 
1 1 0 == oo 
1—1 0 = 0 


Сү=|0 0 1 0 
ооо 1 


22 СТА С, 的 左上 角 就 是 


N N 0 | 
0 —2а\» 


imana. О ОН 
(А) d=, == n=; 由 对 称 性 知 21;1 =й, 060,50, 于 是 


о 0 
“ы 
0 A 


А, Ж (k—1)BrispE, НЧА (k1) ПИКИ C1， 使 得 
CTA, C, =diag( Bys Hz, s, и,) f 


— 9 — 


1 0 
C= | 
о C, 


СТА С == іар (0, H.ve, ц, у Н 


推论 4.4.1 БАДЕ Бтр, ЩА МИНАХ C 4-41) 中 非 и, 
的 个 数 为 4 的 秩 。 
ПЕН) В (4-41) Hl 


СТА C=diagi fi, se B.) 


r 


则 有 


# А= diag(E:, йз, =", в.) 
= (на, Ba, s п. | ) 
车 对 称 和 矩阵 А 的 秩 为 r, 则 总 的 相合 对 角形 矩阵 为 
OTA C=diag ( Hi, Ba, w, B,, O, =+, 0) (4-42) 
AAD 称 为 数 域 卫 上 对 称 和 矩阵 4 的 相合 标准 形 。 
下 面 我 们 分 别 就 F 为 复数 域 和 实数 域 给 山 对 称 矩阵 相合 标准 形 的 表示 式 。 
定理 4.4.2 ШЛЁМ ЫР EH n ХРАНЕ, rank dA=r, ШЕЛ ИН ВЕС, 
使 得 ©. - | 
СТА Cadiag (Т,, 0) | ( 4-43) 
(ШЕ) 由 于 0, MAA n MAREE Cl， 使 得 
СТА C i=diag ( Bi, Hgs +", Н, б, =e, 0) 
В.) (2=1, 2, +", Y) fir 
adj (1 —1—‚..,‚ р ee 
C, = d гв (> ми? , u, s: 1, 5 | 
MICC IC, 满足 (4-43 ) 式 。 | 1 
式 (4-43 ) 称 为 复数 域 上 对 称 和 矩阵 4 的 相合 标准 形 。 | 
定理 4 443 HAARR F Eih п УБИЕ, rank А-у, ДИРЕ n ЗБЕ С, 
.使 | 
СТА C=diag (I,, F,- 0) 44-44 ) 
”这 个 定理 的 证 明和 定 到 4.4.2 ЖШ, FUE р, СОВ, CB ЮЕ. ЖОБ, 
Eys w... HB, УКТ 0, H ptis ө", H, 均 小 于 0% 令 
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1 1 1 v 
Cdiag T ” Za, Vp “? Z=) 
&Шжюш4.4 2, C=C,C, 即 为 所 求 。 
式 (4-44 ) ЖОЕ КЕРИШКЕ A 的 相合 标准 形 。 
如 前 所 述 ，* 元 二 次 齐 式 与 4 阶 对 称 卸 阵 一 一 对 应 ， 而 定理 4.4. 3 RATRE E 
二 次 齐 式 可 以 化 为 如 下 形式 : 
9+9: T Yatie | — 一 下 | С 4-45) 
Жап ( 4-45) 的 二 次 齐 式 称 为 规范 形 。 
定理 4.4.4 REER) ”任意 一 个 实 二 次 齐 式 РСХ) = ХТАХ, #xt— 4820181 
线性 变换 X = C y 化 为 规范 形 
СОХ =y HY tee У 810601 
如 正 项 个 数 上 与 负 项 个 数 + 一 p НЕВЕ 唯一 确定 。 
(ПД) 设 FOX) 经 过 另 一 个 满 秩 线性 变 撞 
Х=В8В 
起 化 成 规范 形 
РЖ) араа а, ай 
用 芭 证 法 证 明了 =4。 ЖЕ p>, 
Ей, y S z Z жх 


z= B-iCy= Суё к.з)... 
把 它 号 成 方程 组 形式 ， 
Sgi tgrt: +” а, А 
£p = gar Yi gays БЕ. У, , 
(С 4-46) 


z, = 4.01 EE += а. 3, 


考虑 齐 次 线性 方程 组 | 
#1127: + gia + 0, 0 : 


Barti beasts Tg, ==) 
Ear! е5 Fee TE f. = 0 созсо (4-47) 
B+ 2—0 | | | 
и. == 0 
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J pEH п ЖЕШ, 4@+(1—руеп—(фр—4)у 个 方程 ， 所 以 必 有 非 雪 解 。 不 妨 设 方程 
组 的 一 个 非 零 解 为 


(Илэ Has s Yor Hyas *бэ Ya) 
= (Е, kas me, ka, Бур ө, ke) 
FERNE | 
РОХ әу == а + ЕЁ >0 
另 一 方面 又 有 
FEX) = 21,101, ai 0 


此 为 矛盾 ， 故 必 有 IS | 
RHEI, TJ p=, } 
二 次 齐 式 的 规范 形 中 ， 正 项 个 数 尹 称 为 正 避 性 指数 ， 负 项 个 数 7 一 了 RAAME T М, 
Eip- (т р) =2р-г ЖЕШ. 


84.5 Hermite 5 Hermite ŽA 


1. Hermite Шш 


实 对 称 矩 阵 是 实 皇 阵 中 一 类 十 分 重要 的 矩阵 ， 它 在 力学 、 物 理学 、 自 动 控制 与 工程 技术 
中 有 很 广泛 药 应 用 。 复 矩阵 中 的 Hermite 矩阵 与 实 拭 阵 中 的 实 对 称 和 矩阵 在 其 性 质 和 证 明 方 法 
上 都 十分 相似 。 实 对 称 垂 阵 在 矩阵 代数 中 已 有 了 解 ， 因 此 本 节 只 介绍 Hermite ди , mie 
实 对 称 算 阵 作 为 实数 范围 的 Hermite EREM, | 

定义 4.5.1 АСС", Ж АНА, 就 称 4 是 Hermite 和 矩阵 。 若 42 一 一 4， 就 称 
二 是 反 Hermite E, 

当 4 的 元 素 金 为 实数 时 ，-4”=4， 所 以 实 对称 算 隆 是 Hermite ЕДВ. 

由 式 (4-10 ) 知 ， 西 空间 的 度量 怎 降 蚌 Hermite RiBE, ИСЕ ЗҮН ШОН ЕЗ: 对 称 
HRE. | 

Tik, Hermite 矩阵 池 角 线 元 素 全 为 实数 ， 反 Hermite 矩阵 对 角 线 元 素 全 为 零 。 

Ж ИКЕН И а ЖИЕ, ЖАЫ B Ak п] Hermite я, A+B pÆ Hermite 
i, 1 AB 不 一 定 是 Hermite 矩阵 。 


2. Hermite 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


定理 4.5.1 jA% npr Hermite $k, WH 
(1) 把 的 特征 值 全 是 实数 。 
(2) А 的 入 异 特征 们 所 对 这 的 特征 向 旺 是 下 正 交 的 。 
O GEM 《1) ЛЖАН, х Л 对 应 的 一 个 特征 向 量 ， 即 
Ax= À x | 《 4-48) 
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TEH 


х# АН =] x" 
因为 42= А, 3 
XH A=), x" (4-49 > 
将 <" 左 乘 式 ( 4-48) 两 端 ， 减 去 x ARR ( 4-49 ) 两 端 ， 得 到 
0=(1—4) х" 
НТ 22:0, ЖЕ д 50, ЕЙ 
| А= 
此 即 1 是 实数 。 
(2) WA 52, 是 4 的 两 个 相 异 特征 信 ， АЯ x, 与 x; 满足 | 
Ах, = A:N; (4-50 > 
Ax; = A, X; ( 4-51) 
Ж ох] 堪 乘 式 ( 4-50 ) 两 端 ， 得 
和 一 4 ( 4-52.) 
将 式 (4-51 ) АЧЕН EZH x, 右 乘 两 端 ， 得 
хЧ 4Xi 一 和 Wi 一 用 了 了 和 (4-53) 


HA (4-52) Ы (4-53), 得 
(4{—4,)Х# ж, =0 
因为 4, 55 4, нт. ВАШ 
хҤх,=0 
BH x, 5 x, EX. 1 
推论 4.5.1 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 全 是 实数 ， 实 对 称 怎 阵 相 措 特征 值 记 对 应 的 特征 向 Ж 
是 正 交 的 。 : f 
定理 4.5.2 Hermite ҖЕ ЕД EE ЕНШ. 
(ШЕЛ) MERIR. Ж А КАЕЫ А BERRI WAC- 1 HE 相似 ， 所 以 
由 定理 2.6.3 所 述 ， 至 少 对 于 4 的 某 一 个 特征 秆 4,， 有 使 


(41—Аухзе0 (4-54) 
(4I—4A):x=0 ( 4-55 》 ` 
同时 成 立 的 x 存在 。 


4 A% Hermite ЕЕ, 41-A bj Hermite р, 以 xE Z23828 ( 4-55 ) 两 边 得 
æ” А1-—-А)у?х<=фб, | 


一 103 一 


((41—Аух)н((41—Ауху=0 
这 表明 
(41—Аух=0 
这 与 式 ( 4-54 ) Ф. J 
HA4 А 与 对 角形 矩阵 相似 了 时 4 45 п АДАШ ЗЕЙЧ КЕШЕН Ж. Ai РЕБ. 
推论 4.5.2 npt Hermite {Н їрп АУФ ЕЕ 35 S PFAE Н Ж , | 
报 据 推论 4.5.2 知 ， 对 于 Hermite #Н {ЕИ —4- r AREER RE r A£ ВЕ Ж 
关 的 特征 向 是 。 应 用 Schmidt EZERRE, Hir 个 向 量 由 发 得 到 由 7 个 特征 向量 组 成 的 
标准 正 交 向 量 组 。 再 由 定理 3.5,2 便 能 得 到 下 面 的 结论 。 | 
定理 4.5.3 任何 一 个 n 阶 Hermite 5н ‚ ДЕ ЕЗ н z 4 EQE[SIPE Н НЕН ЕНЕ 55 
量 组 。 
”定理 4.5.4 |] АДЕЛИН, ЖЕЛ А S Hermite MEBEB 38 8 28 1 2k tf ZE n Et E JE 
EU, EA | 
нд U==diag ( Ату А зэ ..., Ав) С 4-56) 
其 中 йл, Да = An 都 是 实数 。 
GEH) ВЕ А ул В Hermite |6, Xi, Xa, +e, ж„ ЖАҢ уп AARE 22 ВО А {у 
特征 向 量 ， 即 


Ах,=}{х{, хЧх,=д,, Ci, j=l, 2, +", n) 
( 4-57) 
其 中 да, Aa m, An 是 4 的 # 个 实 特征 值 。 于 是 
А(х\, Xay =, Xg) 
={Ax1, Ах,, +, Аж) 
一 (ix Даа, ty Aaa) 
= (А1, Nas w, XaddiaglAr, А›, % Да) 
ER | | 
U(X Ж, зе, х.) 
BR, О-о, КА КӨ 
. AU=Udiag( At, Дь, 有》 
А | 
Bad U=diag (д1, Аз, *е, Ах). 
Kz, ЖМИ А БАРИНЕ А=Чав( Ai, Да, +, An › НЫ, Hi 
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д] = А 


或 . 
A=UA Ut 
易 证 | 
Ан = A 
即 А E Hernite н .„ 1 


实 对 黎 矩 阵 的 特征 值 全 是 实数 ， 从 而 它 的 特征 向 量 必 是 实 向 量 ( Hermite 矩阵 的 特征 
向 量 就 无 此 结果 ) ， 因 此 式 (4-56 ) 中 的 西 矩阵 U 变 为 正 交 矩 阵 。 这 就 证 明了 下 面 的 推论 。 


推演 4.5.3 jk АЖ n ЕВЕ, I 那么 4 ERNER Ae E d #£ n Bit E 3 : 


iQ 使得- _ | 
Q'AQ=diaz 《hi Аз, Мы А»? ` ( 4-58) 


其 中 As s, An 是 实 值 。 | 

定理 4.4.1 与 定理 4.4.4 都 告 泊 我 们 对 称 怎 阵 上 sAm A 。 下面 我 们 将 证 
角 一 个 Hermite 矩阵 与 一 个 对 角形 矩阵 复 相 人 

定理 4.5.5 ШАДЕН ri Нетто тре, ПРАВЕ MAER C, 使 得 


CĦA C= diag(2#,, Pas ar, н, 0, =, 0) (4-59). 


FE Pi, Ba, яе, F, 均 为 实数 ， 

GEW) 用 数学 归纳 法 。 注意 到 Hermite а A=) IMRIK аа, Mars e 
2na 都 是 实数 。 

п=1 时 定理 显然 成 立 。 今 Aik а 时 定理 成 立 ， 证 明 ТТР 2. 

(1) “假设 4 的 对 角 线 元 素 G Gas 6 An 中 有 一 个 不 为 零 , R k — B 8k wJ 12 
а,12е0, ШАРТЕ 1 wth PE, DAPO, 0) фо Б Я 7606 4:00. В 


可 抬 4 写成 
а QHl 
| 
а А, 
其 中 ау (#—1)х1 4, À, 为 1 一 1 阶 Heraite д, 
令 | | 
{ н 
t _ а 
с |; fli | 
0 Ipai 


A 


1-105— 


BH ДЖ k-i Hermite к, MARU, Е Е MAREE C, A 
| CAACs—diag (hs, В, ©, му | 
Е 
| 1 O` 
6—6 Е с. 
(+ 
| CHA C=diag(hi, Ba, =, Ba) 
由 于 4 与 diag (Hi, нз, s р, WER, 所 以 ; 
CĦ*A C=diag (Bb Has y Hrs 0, +) 0) 
(2) 车 所 有 ai 一 0 IB а, +0, 不 兴 一 般 性 ， 不 妨 设 5:: 专 0。 
Ой om 则 4 可 以 写成 


И 
lB A, 


其 中 


B% (k —2) x 2 Ж, A, 3 k—2 W Hermite 矩阵 。 E Reaəc0, MẸ : 


[у а о 


Ао Te- 1 一 1 2 
便 有 
| 98 0 (Р вину (Q ,0 
CA C= “| 1 || | | 
0 L- 2 v B A, 0 了 -2 
8% И: Pë BQ 
(во (во А, 
HF | 


. at а—@ | 
Qap Q= | 


\й—а —(а+@) 


由 于 -Rea 夺 09， 所 以 a 十 50， 这 表明 OPQ (或 C4 C ) 的 在 上 角 元 素 不 为 和， 归结 为 情 
Rl. 
Ж Ree=0, WA 
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a=if, PER 
# k B£ C PRII TIERE Q 可 改变 为 
І 一 1 
Q= í . i= Q: 
ti 1) ` 
ЖИЕ | 
Qa p a-f | 
О ‘9 一 264 . 


因此 C'A C 左上 角 元 素 不 为 零 ， 又 归结 为 情况 1。 


8. Hermite FA 


n ЖИЗ С" 内 的 Hermite FREH "MEE л, Хз; 。 


Ei, 12, зө, Ж, 之 间 的 一 次 者 式 


ETI Tag ж, Xal == У а 1524 х; 
- ерта 
其 中 е; =ü, ,, 于 是 矩阵 
| jl jz 013 

0:1] 8532 * 25. 

А=(а,‚,)= 
ж. ть bas ве ` 
251 Па Aan? 


ы ts 和 它们 的 KERE 


(14-60) 


具有 性 几 A= АЗ, И 4 是 Hermite ЕЕ K (4-60 ) 可 写成 矩阵 形式 


| (六) 一 入 XA 
其 中 Х= (х, Xy, с 
实数 。 
我 们 知道 ， 一 个 实 对 称 矩 阵 YAR ANANN, 类 似 地 , 一 个 Hemmite TE 
一 个 Hermite 二 次 齐 式 相对 应 。 . 
р.р: 
Х=Су, y=C-!X 
其 中 С 为 п ЙЫ, у= (si, йз» 
OX y=X"AX== ys By 
其 中 
В=С"АС 
且 


(4-61) 


。 了 又 的 秩 称 为 Hermite KAM Be 显然 ， Ху XHAX 总 是 


64-62) . 


m, ya)", Ж OORA 


( 4-63) 
(4-64) — 
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.B"=B 


所 以 对 于 变量 y 也 是 Hermite 一 次 齐 式 ， 由 式 ( 4-64 ) 知 ， зви RAGB m Æ 
复 相合 的 关系 。 
. Hermite sanwan nanuswyms- ws | 
ТАТАЛ КТАД? 7 О (4-65) 


我 们 称 形 如 式 〈4-65 ) 的 二 次 齐 式 是 Hermite 二 次 齐 式 的 标准 形 。 

定理 4.5.5 也 可 用 二 次 齐 式 的 语言 来 叙述 。 | 

定理 4.5.6 Hermite KKE fO = X"4X аяцешивњан яя Х=Суф . 
二 次 齐 式 为 平方 和 形式 | | . . 
H Fiyi А. + +н„ у. Ы 
Ж ра, Жа, ө, 都 是 实数 ， 是 4 的 秩 。 

Hermite 二 次 齐 式 与 实 二 次 齐 式 一 样 ， 有 惯性 定理 。 

定理 4.5.7 Hermite 二 次 齐 式 fOO =X"AX 848 3848 7 线性 变 & Х=Су 
”化 为 

HX) = ХНАХ =Й ид Faya TÜ. 0,9, 一 可 ,+ (Hart — —#„у, . 
- | | 4-86) 

.其 中 了 为 4 的 秩 , эн 4 所 唯一 确定 。 | 

定理 的 证 明 与 定理 4.4.3 类 似 。 式 (4-66) 称 为 Hermite 二 次 齐 式 的 规范 形 。 称 现 范 形 
中 正 项 个 数 为 正 惯性 指数 ， алт r-t ARRES, ED Eti =p) =2р 一 r Ж 
5958, | 


84.6 正定 Hermite нр 


Е 前 面 已 经 指出 ， 实 二 次 齐 式 和 Hermite 一 次 齐 式 的 标准 形 《 或 规范 形 ) 中 下 指数 与 负 
指教 由 二 次 齐 式 唯 一 确定 。 本 节 讨论 正 、 负 锁 性 指数 与 一 次 齐 式 值 之 问 的 关系 。 因 为 实 二 次 
FAE Hermite 齐 式 的 特例 ， 所 以 本 节 只 讨论 Hermite 二 次 齐 式 。 | 

:因为 正 价 福 指数 5 É r 2 ML Eora, 所 以 Hermite 二 次 齐 式 可 分 为 
五 种 情况: (1) p=0, т<п, (5) p=0, r=n;, (8) Or <), (A) Pr nr, 
(5) p=r=n, 

MERHER ЖИНИ: 

(1) b=0, r<n, MEWA ©, 

KAX =— yfi — f, eh, ` ' 

不 论 ж, уа, жии, BSX"AX<0, эшне», э, >, жазу, DA 
ЭОЕ ХРАХ =0„ Hán EA рор, 0, 而 ZY Yorn "5 Ya BEIRM 
9 х1, te =, х, ИЩИ XAX =0 CR x i, 55, +, X, 一 定 不 全 为 零 ) 。 

(9) p=0, к=п, 规范 形 为 i | 
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: XU AX = =y: ee -p — Yafa 


RE Y= и, се, ш) REA, 就 有 XZ#AX<0, MRA # y=0 B, ЖХ”АЖ=0, 
”对 于 线性 变换 时 一 Cy， 因 у=0 HRE AE X=, ж, ө, х„ут=0, KOKR R 
X*AX ZE (іН) 总 是 负数 ， 只 有 X=0 时 齐 式 之 值 才 为 等 。 | 

(8) <Ira MEEA i 


X"AX суй, + yas T oe d FL i F+ iË, 99 —u s, 


这 时 对 于 术 同 的 X=, хз, = a), DRRR X AX 之 值 可 以 大 于 零 ， 小 于 堆 或 等 
(4 ) ф=т<п„ MEEA 
| ха#АҖЖ=у\У, gafa tety, T, 


К, LAFAZ Х=АХ>о, 
(5) bp=r=n, HEKA 
X#AX=y,7, +099. en 


这 时 ， 二 次 齐 式 ХААХ 之 值 恒 大 于 零 。 

根据 上 面 的 讨论 ，Hermite 二 次 齐 式 可 分 类 如 下 。 . 

定义 4.6.1 设 有 Hermite 济 式 (或 实 二 次 齐 式 ) FO X)= XZ AX, 则 

(1) РЕН Жай, Х#АХ > X"AX = он фа X= 0, wa- KER 
КХ)=Х+АХ 为 正定 的 。- 

(2) XPETFÉEEDDIX ао, X#'AX<0;, х"АХ= =0 35 B.IR35 X = бнк К OE = 
Х+#АХ 为 负 定 的 。 

(8) HEAX'AX>0, HSX=0 BAX AX 0 Wars OX = XrAX 
HEEE | 

(4) Ж Х=АХ=<о, B2$X D Н XX =0, Мэ СХ) Xr AX 
ЖЕЕ | 

(5) Ж }СХ)=Х”АХ 之 值 有 时 为 正 ， 有 了 时 为 负 ， MEZ k F R ОО хах 
不 定 的 。 * 

我 们 已 经 知道 ， 一 个 Hermite ЖОКЕ 次 齐 式 ) 对 应 于 唯 -的 Hermi te 4 ( 实 对 称 
SERR) 因此 根据 Hermite 二 次 齐 式 ( 突 二 次 齐 式 ) 之 值 的 分 类 相应 地 对 Hermite ЖЕ ( 实 
HRE) 进行 分 类 。 

定义 4.6.2 Hermite ВЕСИ ОА 的 正定 、 йж, жЕ, 半 负 定 和 不 定 ， 是 由 
它 所 对 应 的 二 次 齐 式 X AXOR Х?АХ)ЙШЕЖ. Аж. FEE,  PARETEREXH. 

根据 前 面 的 讨论 和 上 面 的 定义 ， 容易 推出 下 面 的 定理 。 | : 

定理 4.8.1 3j Hermite ZRRR С Жс 次 齐 式 ) X5AXCXYAX), 有 

(1) 正定 的 充 要 条 件 为 : рете _ Е 

(2) ДАНА: р=0, r=n 

(в) 半 正 定 的 充 要 条 件 为 :2=7<m о 

(4) 半 负 定 的 充 要 条 件 为 : p=0,，r<n; | 
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(5) PERERA: Parn) 
这 里 上 是 二 次 齐 式 XF AX ЮЕШ, + 是 秩 ， 
定理 4.6.1 Fb ИШ ИА ЖОЕ, | 
”定理 4.6.2 设 和 4 为 Hermite PF arike ) HI 
(1) 《4 为 正定 的 充 要 条 件 为 : 存在 满 秩 复 ( 实 EEC, EA 
CHA C=I, 
(W CTA C=I,y .. | | 
(2) 4 为 负 定 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 满 秩 复 OX) EC, 全 得 | 
i CHA С=—1„ | 
(CTA C= -I)a 
(8) 4 为 半 正 定 的 充 要 条 件 为 : FERRE E ERE С, 使 得 
СА C=diag (z, , D 


с CTA C=diag(I,, 0) э: a 
(аә АЕ АН, FERRE ( 实 EEC, 89 
СА C=diag (—1„, 0) 


С СТА С=ййав(—1,, 0)).. 
= (58) 4 为 不 定 的 充 要 条 件 为 ; 存在 满 秩 复 ( 实 ) 和 矩阵 C， 使 得 
CHA C= diag, —{,-», 0) 


(R CTA Ç= diag(I,, 一 工 r= P 02). 
定理 4.6.3 AHER Hermite ( 实 对 称 ) 矩阵 ， 那 么 dot 4>0, 
(证 明 ) 由 定理 3.6.4 姓 ， 存 在 C 使 得 
CHA C=I, 
7 О 
` detC# det A detC =1 
ata 
| detA = АСЕ dat tC eC 2% 
Т 定理 4.6.4 ЛЕ Hermite ( 实 对 称 ) HM, WA 
(15 АЕА А 的 特征 值 全 是 正 实数 。 
(9) 有 4 为 半 正 定 的 充 要 条 件 是 А 的 特征 佳人 多 是 非 负 实数 。 
(8) Ад ese phat А ЇЧ ШЕ ЖЛ АЗ. 
(4) АТДЫ ЛЕДЕ ЖЕ А 的 特征 值 全 是 非 正 实数 。 
ЧЕЙ) 由 定理 4.5.4 知 存在 再 《 实 正 交 ?) EEU, В 
O UwÀ U=diag(2 i, Ars с, Aa) ` 
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Җир Аа) Azs e, А» 是 4 的 = 个 特征 介 ， 均 是 实数 。 也 就 是 说 ， 4 F Hermite (R) Z 
次 齐 式 KAX ERRER X— Uy 下， 简化 成 


Х#АХ = А1219; +A: 2, tu t AGE Pa 


O ШЙ (D. HEZELA, SETIERIX о, X“AX2>0. KA X EA =Y =-= 
=F =0, ШИ 有 ХАЛАХ =) z:7í2>0, 因此 A>0。 (НЬ 可 得 А .2>0, А220, ..., 
4:>0。 反 之 ， 营 对 于 所 有 的 44>0《 i=1, 2, =, п), Н.и 0020, ШАРР ЙЕ X 38 


有 XAX>0。 
(2 ) 一 (4 ) 的 证 明 请 读者 完成 。 1 
定理 4.6.5 п Hermite ( 实 对 称 ) EBE À 正定 的 充 要 条 件 是 存在 "И 复 (ж › 

Ж Q, ш О 

A=QQs 
(ШЕН) 由 定理 4.6.2 知 ， 4 ERARE EMR 实 ) 矩阵 C, EA 
CzA C=, 


H 

А=(Сну-1С-1=(С-1уС-1 
@О=(С-!) 代 人 上 式 得 
4=QQz 


对 于 半 正 定 的 矩阵 也 有 类 似 的 分 解 定理 。 
定理 4.6.6 4 阶 Hermite( 实 对 称 ) 矩阵 А 于 正定 的 充 要 条 件 是 存在 "了 济 复 ( 实 > 38 


性 QQ， 使 得 
4=QQs 


矩阵 Q RET A 的 秩 。 
ПЕВ) 4 举 正 定 的 充 要 条 件 是 存在 满 秩 复 E: ) ERE с, 使 得 


u CHA C= =diag(l,, 0) 
其 中 + 是 4 的 牧 ， 由 .上 式 有 
A=(Cuy-idiag(I,, WC! 
| —¿(Czy-rdiag(I.,.0Ddiam(T,, OC 
={(С=у-зайащ1,, OCCH)-1diagdl,, 09)" 
Ф О=(Снуз!йїав(Т„, 0) RAER 
A=QQ ` | | 
因为 ОЕР dad, OMR, ЭДО АШК. — s 
ЕР ЕЖЕРОБИИГЕ 42И. i 
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EAGT 设 4 是 = 阶 了 ermite( 实 对 称 ) ME, 则 ЕРА tk Ж TF 
ЖЕ БЕЙНЕ R, EA | 
| А Вир 
‚ t ee p= EB L, EA 
o A=LLE | 
GEH) 由 定理 4.6.5 知 存在 满 秩 隶 隆 О, #8 
A=QQz | 
-由 定理 4.3.2 РЕВ БЕЛЕШ R 与 西 第 阵 Q， 使 得 
Qs=U Pn 
因此 
A=RšsUSUR= RUR 
Ez, ЖА=Е#К, HEW 4.6.5 便 知 4 正定 。 | | 
Жш A= L Ls, | | 1 
定理 4.6.8 设 4 是 ? 阶 半 正定 ( 正定 ) ilermite 矩阵 ， 出 存在 叭 -的 半 正 定 ( 正 定 ) 
Hermite fE H, 使 得 . 


i Н = А 


РЧР Н ча, 
ЧЕ) 存在 两 矩阵 U, 使 得 


=UFdiag (Ai, Аз, >, ÀU. (4-67) 
Җир б дч Де A, RAF | 
HUndiag (SA, Vhs, тө} МАГ 
TA H 也 是 半 正定 Hermite д, Н H: = A, Е 


现在 证 明 唯 一 性 。 Бишк Hermi ie Н, Жа Hi=A, 对 于 н, # 
ЖЕРЕ 7,, EA 


H =U diag сна, Ë s -... нй Ë | 
其 中 оир, <А, 由 此 可 知 ， 
А=Нї+Шїйїз(йз, Bi, е, BDU, 
因此 0 сизи еси: ЖЭНЕ ARE, ВЕ a= 11, А о i=, В 
== А/Д, (j=l, 2 2, = HN), Ж 
HU diag VAr, Vir, =, JTW, 
由 于 A=H:= Hi, Э | О 
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Hh 


代入 上 式 得 


H}. 


A=U"diag (д1, Aas e, Д0 


=U {diag (Д Аз, .... А.) 


diag(2 1, Azs с", A UUE. 
=17078аіар(д у, Азу ven, А.) 


Pai Daa "e Panid 


пеп теў нет нер етв ван ... тел 


| 


Мр Ри: ... Paar 


(Аара Арав we Ripi, Дари Ааа *= Аф, 


| 
Азфзї\ Asias ** Аоф Aibar Азра "t А,ф›„ 


НЕР азе эсе таз фта ей sta pus Фев ван сва виа тој тое кто ова тоа оге едь TEE ETTE TETT 


А.Р А Р.а эө ДЕ | АР Аара “e Anan 


Abi S лз: (1, ]=1, 2, 3, =, 


当 A 2 A BF, pi 一 0， 所 以 


VÀ bas Asta Ci, j=l, 2, 


也 成 立 。 因 此 总 有 


PAn 


n) 


| MRi Pian bo Ci j=l, 2, ss, n) 
当 A = 2, 时， 等 式 О 


r, пу 


Qiag( ла АДЕ, "ө, МАЧО 


=UU8diag(wa l, VAT "5 VÄRD 


Undisg (2/51, VAss = да 007 


一 TYdiag (Vhs, Аш» >, Sin “2. 


Н=Н\` 
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RARER 了 和 4 可 交换 ， 即 4B 一 84， 则 : 
B UTdiag( 31, Ars "ta А.) 0) 
=(UFdiag ( Ar, Аз, .... 4.0207) В 


ЭШ | 
| U BU#diàg ( 11, Аз, =, An) 
=diag( Ay, Åz, =, 24, )UBUR 
和 证明 叭 一 竹 相 同 可 以 得 到 
б пвйнйзв(/т, Vhs, ©, МТ) 
| =—diag(V As, VAs, не, К/А 00 BUS 
Ше. Б 


BH=HB : le 


#1: 不 能 用 VA 来 表示 如， mE, ， 一 般 说 来 ， n 38 TF BL 3 F 38 Ë ZE 2 CE Ж) 
Hermite 矩阵 ， 那 么 矩阵 方程 4 二 互 :的 解 Н ЖЄ, 

#2: Ж 4 是 正定 ， A 4-67 ) rhË 4:20, RAH 正定 ， 证 明 的 其 它 地 方 完 全 相 
Ер 

ФА 是 正定 或 半 正定 的 ЖАРЫШ, 也 有 类 似 结果 。 

-定理 4.6.9 HAE "BRER ( 正定 ) 实 对 称 矩 阵 ， 则 存在 唯一 的 平 正定 { 正定 › 实 
ЕЕ H, жа 

H: = Aj 

AEAEE 4 енин S: p ps H 可 交换 。 


证 明 与 定理 4.6.7 儿 乎 一 字 不 差 。 
例 4.6.1 设 两 个 ? 阶 半 正定 的 实 对 称 算 阵 . 


* 


. . 
Gii Gra ee Gia) Ap bo e big? 

A= Ф. * , B= в * та s... 
Lani 391 Ы fan bani фаз M ben 


HAIE п ШЕ. 
“йаа Gisbis me ibis 
c= bee aee ovatae vo tne sae bet tan tts esene nee 
(сира абы с Garban) 


ЕЕН ЯЕ. 
“ 【证 明 ) 显然 C dè n B 363138 SE B. ERX= C, Xs， Ж), H TA, BEE 
=, 所 以 
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б : 
ХтАХ= У) a, x K 20 


jeji 


XBX = >: b, % 20 


ijai 
Bi” MEM 4.6.651, ТЕЕП ЙЫШ ЕС =(4,,), EE 
В=00т 
Hi : 
| MSXER Cj, t=1, 2, e, М) 
я, 


Б> a sbi sxx £ 一 > КОЮ 


ijai 


5 > a; (x, q, (X; 4,1) 


Imi бе феі 


РЕНТА 1, H4 ы 


x a Ti ETEN 21)220 


斯 以 


р>} а ubita х,220 


HER C 是 半 正 定 实 对 称 矩阵 。 | | ) 
ТЕНЕ АИТСА И, 先 引入 正定 矩阵 的 一 个 引 理 。 | | 
BIEBER 4.6.1 Ë 4 п ЕЖ Hermite ( 实 对 称 ) ре, Р пі ВВЕ, Ш P*AP 
也 正定 。 | 
(证 明 】 存在 满 黎 矩 阵 Q， 使 得 


| A=QQ 
所 以 
PHA p= 一 PC QE P = ( PEQ PEQ)" 
因为 PrQ 是 满 获 的 。 所 以 又 由 定理 4.6.5 知 PEAP BEREN, 1 


# 4 为 半 正 定 的 ， 那 么 PF4 P 也 是 半 正 定 的 。 证 明 可 仿照 引 理 4.6.1 的 。 
定 光 #4.6.3 BARRER 


Gig Gig lg 


де |21 Zra s 9а 
ФЬ РЕБ ФОР ЕРЕ ёр орф E LT тай 
251 уз KETI 
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称 如 下 的 п ТА 


б 212 | 
larl, ‚ Gs] as азу s 5 
41 Gya 
Озу бїз; {yg 
. 1 
41 а,» frs | 
| 
a21 0335 25 


бв). EET .. Zan i 


为 矩阵 4 的 “个 顺序 主 于 式 。 | 
定理 4.6.10 "п Hermite ( 实 对 称 ) ERE А =‹(а,,) 正定 的 充 要 条 件 是 А № 2 个 顺序 
-主子 式 都 大 于 堆 。 
(ER) ak jg Hermite (3 EARR 


f (X)=X"AX = s Q yE Z, ' 

` ` ін је | 

是 正定 的 。 | 
对 于 每 个 1сп, 4 

` k . 

у= ЭКЕУ 


is i=1 


六 Yi рр, 


我 们 来 证 六 是 一 个 元 的 正定 二 次 齐 式 。 对 于 任意 一 组 不 全 为 零 的 复数 c, сз, s" 


= So © 


ї jei. 


2, (су, с x. 
О | =f., Crs a e., 0)>0 | 
因此 fa Ois з, о хо) 是 正定 的 。 由 定理 4.6.5 Ru f, DIA 20938 BEI 4491 
| K za И | o 

s. өзөн ass ee >o { k=1, 2, ==, #) 
нета, 

分 性 ЗАВИС n НАА, 
n=} EBRR., | 


i 
la,, 43 


, с, 有 


设 对 于 一 切 # 一 1 By Hermite ре, Я | 


HER 4 写成 分 块 形式 
rA, a` 
A= N : 
[41 а 
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ЖИЛ, 0—1 8 Hermite gg; а (п 1х1 apk, REER 4 ВИША ТАА 、 
2, Л. 的 炎 序 主子 式 也 全 火 于 零 。 和 根据 归纳 假设 ，4: ЖЕЖШ BE, Hik # # 98 ЖЕ 
 n=1 EBE G, E | 
` С=С, 


\ 


К: 0 
& а= ` 
0 1 
. 了 VGH 0, G rA, a Y ‘G y ' 
T — CHA C | =: ! | | | 
Та у Laë ann) o 1l 
lEn- ба 
arG Пал 
a! Єва ў 
再 令 C= | 
0 1 1 | 
үл 0) {лу Gay (1. -G'an 
ЕЕ: O стога с.с, = О | .. | | : | 
ана 1) fG lan 0 1 


[ . ф 
" 0 a, | — GG a | 


其 由 а„—а"6 Саа е, RE С=С,С,, MA 
| | {1 1 
CHA C= -l 1 


两 边 取 行 列 起 
[Cj] A] =b 


нБ 14[20, 故 >0。 由 于 


A са үм үт 
[М | [5 
ЕЕ | 
L b] \ \ b) 
BEA 5 I. 复 相 合 。 于 是 根据 引 理 4.6.1 知 A RERE, Ес 
比 定理 4.6.10 更 一 般 的 结果 是 如 下 定理 。 Q. | 
定理 4.8.11 + 阶 Hermite ( 实 对 称 ШЕ A=.) 正定 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 主子 


R CERTE. 
OO аА НИН ЧАРЕ, 
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(证 明 】 由 定理 4:6.10 知 到 分 性 里 然 成 立 。 现 证 必要 性 。 对 于 4 的 任 一 上 阶 子 式 


Ja са w... a 
гугу 00,6, б 


A( is oe »)- Aissa Фе, с б, 
ii ig te dia ШИЕ 

1 

|а, са Фа, ° гь 


ачк Р Сави, эй! i=l, 2, =s K), ER PAP 
вий (' т 2). LEGE EST РА РЕЖ, 所 以 


Пу». oo Шш а 


1% 


54,7 | Rayleigh 商 


| 在 这 里 我 们 只 就 复 Hermite 答 阵 的 特征 值 和 Rayleigh 商 进行 讨论 ， 结 论 对 实 对 称 矩 
完全 适用 。 | 
定义 4.7.1 БАТИ Hermite MRE, XX Жл ЫЫ, ЖЭ 


D 
RX) - ХХ 


Ж Hermite PE А ру Rayleigh W. | 

Rayleigh 商 是 研究 特征 值 的 一 个 士 分 有 力 的 工具 ， 例 如 研究 Hermite FAXA 
ЖА X" X =1 下 的 极 值 问题 归结 为 研究 A 药 特 征 值 的 极 值 问题 。 . 

设 才 为 2 阶 再 ermite 和 矩阵 ， 把 二 的 特征 值 按 递减 着 至 排列 


A . % | ( 4-69) 
定理 4.7.1 R(X)R# | 
(1) К(&Ху=К(Х), 上 为 任意 实数 。 ， 
(2) MERX) PAs “` | ` (4-70) 


(X 20) В { 4-68) 


(8) min ROX)= 4, тах RIX)= A, 
'X x0 ` X=0 


СЕ) (1) 由 定义 得 


_ (ЕХ)ЗА(ЕХ)_ EkX"AX p 
-RR ИЗХ КОО 


(2) 因为 4 是 Hermite Аре, ЛЕЕНЕ U, В ` 
ОРА О = А=діар( Ar, Ans se, Àn) 


RX) 
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Ф. ` X=Uy 


则 : RX) = X"AX _ y#UFAUy _ y“ Ay 


| XX уу уйу 
所 以 对 于 任何 y 都 有 
1? s; ss PR 
(8) 由 (2) 可 见 w ROO 能 达到 极 信 A А MD | 
min REX)=As, тахЁ(Х)=А, - | 1 
Х х0 5 Хә . . 


定理 4.1.1 告诉 我 们 对 于 Rayleigh 8 ROO 只 要 在 单位 球面 XIX =1 EAEN, | 
县 给 出 了 RaeX)68 E K 8 BAME. . 
定理 4.71.2 KLX, Xap +" r Хь- ，) 表示 由 4 KRME Ж X i Xi, s; Х.-› 
生成 的 子 空间 ， влезла" Е, Жл, Ш | 
һу тах R(X) | ( 4-71) 
XER. | 
яф Хх, 是 4 的 对 应 于 Д. 的 特征 向 量 。 О, 
(HEA) 因为 4 Æ Hermite 上 矩阵， 不 妨 设 X, X, ty X,- ey Xx, 为 两 两 正 
交 的 单位 特征 向 量 组 ， 对 于 性 何 向量 其 ， 都 有 | | | 
bp +é X, 
从 而 | 
(cX, +=. +c, X. "AC X +++ с„Ж„) 
IX += eF X OD AX += Fe, X.) 


R(X) = 


=, Xr ++ +Ë, XE c A X, + Бс, А.Х.) 
Cc tects сь 


Bye д Фасада бас Да 
ë c +6,c, Hre +Š, c, 


=, À 1 Hardan +a, À " 


. І А Z ` 
其 中 а= 20, BDS E (4-72) 


34 =], R =c", ЖИЕ 4.7.1, 
эщ k = 2 时， XER,, ЖЮ с. =0, 


X= Xit Бс. Xa 


O Ру, P: БА Р 的 两 个 FAR. WRF {Е Ea, Фуз, HACO, b )=0, РВ 
Fito =Y, ERV: EE V > 的 正 交 和 补 子 空间 。 


—119— 


АЙ O ROX)=a,A eee, 2, 
дез, вз, эе, а, ЯАХ, ШШ I 4-72 ) ， 所 以 
max ReX)= 15 、 


XER., 
类 伺 地 推理 人 恒 得 式 (4-71)。 О. Е 1 
定理 4， 7.3 设 XELCX,， X,. ..., Ж. 147, х=, ЕШ 
тах Ё(Ж)=зД,,‚ min RX = | © (4-75) 
| X0.. X +0 Í 
СЕ) Ж 


Xece, X, tera X... нс, X. 
Heg 3.8.3 的 证 明 可 知 СНИ с. 
ROX =a. 1 heta, д. 


AE 


| max RLA = A, min | ROX) = A, l 8 
XE 了 | XE ІХ,» ‚Хх, › | ` N 
定理 4.7.4 设 了 , rS phi y БЕЗГЕН, 则 有 极 大 - 极 小 原理 _ ЕС 
N ‚ | 
Ay=max min R(X) ` | се (4-74) . | | 
1 V, Xer, ` | ` 
或 极 小 - 极 天 原理 О, 
b=, min max © ELA) . 44-75 ) 
Г ъа: XEV pursi i ñ 
(证 明 ] ааах, X, а, X,-, ) 的 正 交 补 子 空间 R, ап 
W БИЕ ЕТЕ V, 与 P, НААРА Ш 3。。 由 室 理 4.7.2 知 
\ A = max R(X) Z ERY 


XER: | . ` 
XN yE., ИИЙ | | 


min R(N)> A (у, AAA | 
XEF, 


它 对 于 性 何 上 纵 子 空间 都 成 立 ， 因 此 ， 


max шїп ВХА, 


FV, XEY, 
另 一 方面 ， нж 4.7.1 5% 


дъ min. 7. КОХ) «тах min 00 
хет Хь) 1 XEY | 
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ü 


综合 上 述 两 不 等 式 得 到 \ 


A,=max шїп R(X) 
V, XEF, 


现在 利用 式 (4-74 ) 来 证 明 式 (4-75 ) 。 
$ Ве—А, В {ЕҤ О АНЕ 


s 


其 中 B y=— Anert (k=l, 2, ww п), ШШ: B BI ( 4-74 ) 有 


Адв-к»: = — H == —max min XX 
7, Xey, ХХ 
= max { тіп = AX | 
V, ф+Хсєў, ХХ 
XAXI 
"oy — тах 
реу. X" X 
X AX 


=min max Манны 
V, OFXEV, ХХ 
= тіп max R(X} 

V, XEF, 


ЗЕ (n—k-1 ) 以 i КЖ 


А= min тах РАСХ) 
LO ЖХЄҮ,.;.1 


{4.7.1 ЕЛ, BREER Hermite ре, ХШ 
даз AHB Amiatt A + 41,68) 
GEH) | 


Х+(А+В)Х 


далаСА БВ) = тіп XIX 


ХНАХ , X"BX 
=min( Ni ХЕХ 


_ ХАЙ n ABX 


ожа 262232 т 


ХХ ОХХ. 

= д.1. CAA. (D 1 

在 这 节 最 后 简单 介绍 Hermite АЕ ЖЕ IE E u e sha EE, MNAE ER RE zh 38 
ERI AEREE EE EEM. 


定理 4.7.5 W A.E 22 npr Hermite р, Шр А=4-ЕЕ,„ wio Аз, "rs Àa; 
Hi, Be, зө, В Бра, Lo +", Aao DIER А, E f ARRIRA РЕ H A 05 658 E 
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E, MH 


A Lu SA SA HE, (i=l, 2, += 


: ОШЕН) ШЕНЕ U = 二 CX,， Xz, ..., Хх.) 满足 


UnAU=diag (д1, Аз, с", Ал) 
命 
Ү,=‹Х,, Xais mey X) 
出 定理 4.7.4 得 
- а ХАЛХ „ы Х"АХ 
руат лоб ZEY, XX 
| Х"АХ , X#E X 
= min + : 
z ХіХ ХЕХ 
‚‚ Х=АХ Х#ЕХ 
= min -十 ~ 
X#E 
=}, + min = Artea 
k хє ' XE X £ 
fir А=А+(—Е) 
显然 Axa i 一 五 7 一 一 只 
根据 式 ( 4-7? > 得 
AS kE, 
综合 式 ( 4-77 ) 与 式 ( 4-78 ) 得 
Ай „<А ISl Fu, 


习 题 


4-1 设 4=(Cays) EA e ВЕЖ Hermite 6, о НЕ C ы 


х= (1, Xas s, Xay У (1, 0, 
ЖУМ (х, уә 

| (x, у)=хдДАутТ . 

(1) 证 明 在 这 个 定义 下 ，C 成 为 一 个 欧 氏 空间 。 


(2) 求 单 位 问 量 е,=(1, 0, .... 0), ө, е.=<0, 


‚ п) 


Мы Уа) 


0, 


《8) 具体 写 出 这 个 空间 中 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 。 


4-2 Ha, а,, .... а, j n 25У 0—4, 证 明 
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(4-76) 


(4-77 ) 


(4-78 ) 


н, 0, І0ВЕЕЯ РЕ. 


(1) mack 使得 (a a,y=0, (i=l, 2, =, п), Ml, а=0, 
(2) ğa, БЄУ, B (a, a,y=(b, а,), (351, 2, =, п), Ma=b, 
4-3 i$e, е,, е,, е,, е. EJE ЕККЕН V 的 一 组 标准 正 交 基 ,了 := 工 (Gl， 
a,, аз), ЖУ, 的 一 组 标准 正 交 基 。 其 中 ai =е,+е,, а,=е,—е„+е,, а,=2е, 
tete, 
4-4 求 齐 次 线性 方程 组 
| 人 


хк. х 二 Xs 二 0 


解 空间 ( 作为 Rs 的 子 空间 ) 的 一 组 标准 正 交 基 。 
4-5 证 试 ， 任 何 一 个 二 阶 本 矩阵 本 可 以 分 解 为 


eif 0 cost sinr eif; 0 
z-| | | | 
ü ei; —šInr cosr 0 elfų 


其 中 ДЕ 0з, дз, fas т 都 是 实数 。 

4-6 ЖЖЖИ ЗА U = P+iQ, Hoh P. Q HARKER, i=. 1, AEU 为 
本 年 阵 的 充 要 条 件 是 РТР +QY'Q=I 及 РТО 为 对 称 年 阵 。 

4-7 设 4、 翌 是 两 个 同 阶 正 交 手 阵 ， 并 且 141= 一 131， 试 证 ，4 二 总 是 降 秩 的 。 

4-8 ОК АВЕ С, 使 矩阵 


0 1 2) 
A=|1 0 一 1 


1 -1 0 

ТИШЕ ЕЕ, | 

4-9 ИТИНЕ С ВРЕЛ 1, MWA n УШ +U ЖА, B 

Н=і(1-07)(1+0 у"! 
是 Hermite  „ Бу; Ф H E Hermite gpf, B| z ИЕ 1—1Н Ий, H 
Ш=(1+1НуУ(1—1Н уз! 

ЖЕНЕР. 

4-10 ВЕ. T y B| E 实 Ж ЖЕЛШ БЕ ЖОН Ek, H де: (1-Т 15) а0, HIH 
(1+Т-+15)(1—Т—1$)у-!1 是 西 年 阵 。 

4-11 ЖИЕ ОС, ЖОЗАЛС ЯНИ. Бля 


ад. і 
3 34/2 м6 ‚031 
1 1 , 
(1) A= -37 -6` s |, (2) A= —i 0 0 
1 i 1 s 1 00 
Мв 243 2 


4-12 设 4= (ar f B= Cb, Е EERE ЖШ 
| С=(а,,Ф,,) | 
BE п MEZER | 
4-13 É 4、8 是 两 个 同 阶 正定 Hermite 矩阵， 则 |АВ—А| =0 的 根 全 是 实数 。 
4-14 设 4 是 z 阶 实 对 称 和 矩阵， 证 明 ，-4 正定 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 全 大 
FẸ. 
4-15 А, ВАЗАНЫН И, ШИН: FEEZEET, {ЕТ-1А TB 的 充 要 条 件 
是 4、B 的 特征 多 项 式 的 根 全 部 相同。 | 
4-16 W AE и НЕВЕ, Н 424, ШЕЛЕК Т, 使得。 


х 


(+. 
ТЗАТ= | 
} . 0 


4-17 设 了 4 是 * 阶 实 对 称 第 阵 ， 且 А5=1, HEH РАЈЕ Т, {ЕЁ} 


IL o ` 
| | 
G —I,-, 


4-18 Т Hermite EREHE TEARRE 


1 1-+i 2+1 + (n—1)-+i 
1—1 1 0 . 0 
(1) 2 一 ii 0 1 ` 
(mn—1)—i 0 0 1 
i i | 
| ` = | 
1 _1 | 
ВЫ i o3 
1 
(2) у 1 .. 
W. 
l >| 
| _ 1 
э 1 
= ? 


4-19 试 将 下 列 复 对 称 矩阵 化 为 标准 形 
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4-10 
4-21 


4-22 


4-28 
4-24 
` 4-25 
4-26 


1 I+i < nti) 
l 
1 十 i 1 0 Ü 
， | 
[241 0 1 0 | 
' : ! 
пч і Ü sas s 1 
p i 
1 2 
3 i 
э > 
i 
2 !. 
.. “| 
1 . 1_ 
2 
i. 
Pa 1 


W А=А#с Сет", 则 总 存在 120, ERAH EEE Hermite HBF, 
B A=4A", В= В", WER, Ж АВ=(АВ)л, HABER. 


设 А=Аз, B= Ви, HEZ, WANE- y САВУ BILN RUER. 


а _ 1 _ 定 
设 4 一 ={ з» Жн a, BEETS 有 ЖА, 


=", ЖАЙ, МН 45=0， 则 4 一 0。 
ШЕ А ЕЖ Hermite Ж, H А БЕТИН, И A =I, 
КАЗЫШ, ИШ: (1) 4 可 以 唯一 地 写成 4=S+iT, 其 中 3 和 了 都 是 


Tlermite HBE, (2) À nf CA MR — Hh В 4— B-FO, 3 rh BE Hermite 38 ВЕ, CRE 
Hermite Жр, 
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第 五 章 “正规 矩阵 与 矩阵 偶 的 标准 形 


ARRANT У BE Hermite 托 降 ， 以 及 它们 与 对 角 答 降 相 似 的 问题 。 这 一 * 
将 研究 一 类 更 普遍 的 矩阵 -一 正规 给 阵 以 及 它 与 对 角 短 降 丰 似 的 问题 。 此 外 还 将 研究 两 种 给 
阵 避 的 标准 形 。 | 


5 51 正规 矩阵 
SEX 5.1.1 # n ШКА ШЕ 
AAE = Ай А | (5-1) 
便 称 А AEREE. `š 4 Ruku EPF, ИЧИШЕ 
ААТ = АТ А 
Барр чЧпу:-{—-# 


TREI HAERE НЕ. Hermi te зач Hermi test ВАЕ ДЬ EX 2 
HRE ЗЕЕ E AiR EER EAE EE, 
” ”下 理 5.1.1 设 .4 为 正规 矩阵 ，4 55 BEALL Ш В 是 正规 矩阵 。 

GER) 存在 丁 矩 阵 U, Ei 

B=07 AU 

因此 . 
' ВВ" 7-1 АУУ ОТ AU yE 
` =UÚ- AAU -=U- АН AU 
‚ =*U- 1 AFUU АО 
| = (U71 AUE 7-1 AU y= BEB ` . 1 
3 5,1,2 КЛАНЕ, Н ЛЕЕВ, ШААН, 
[证 明 】 设 4 为 上 三 角 上 矩阵 


ЖИЙ ЕЕЕ Y 8 
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эз. Шз. Т 


| 
| a, aan” La ， w" Gan 
(5-2) 

TEAMWEAR, ЖЕ ЕШ ДОРЕ — 1135 — PË л 18 

а, ‚уй, Fa 8, , + Байр, —8, 011 | I 
FE 

di 二 0 
ЯР 1, a, 3, ,>0, 故 得 

a =D (i =2, 3, =, n) 

和 再 写 出 式 (5-2? 两 端 矩 阵 的 第 二 行 第 二 列 得 

а,,8,.+а, 30,3359 а, ,@,,=0,3055 
于 是 

аай Ке La, ü, „== 0 
Ri 

G , = 0 т=з, 4, МА n} 
ЖЕ „ХИ puls t 

g = ü G> ` 
此 即 4 为 对 角 和 矩阵 。 | ; 


定理 5.1.1 PAER 4 是 正规 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 S3FAGEBETS ШИ, MAE 
MAERU, 018 
О" А7 =diag(Ai, Aa, "y Aa) { 5-3.) 
Җор Аз, An бә A, È 4 的 # 个 特征 信 。 
ПЕЙ) 必要 性 设 4 是 * 阶 复 矩 阵 ， 根 据 定理 4,3,3， 存 在 4 有 阶 西 乱 阵 口 ， 使 得 
В- ОНАЈ =U"! AU 
.其 中 B 为 三 角形 矩阵 ， 它 的 对 角 线 上 元 素 恰 是 4 的 特征 值 。 
”由 引 理 5.1,1 与 引 理 5.1.24, ВЕНЕ, HH 
U АШ=йїак(Д 1, Аз, =, А.) B | 
充分 性 ”由 引 理 5.1.1 立即 证 得 。 ] 
推论 5.1.1 设 4 是 * 阶 正规 矩阵， 那么 4 与 4x 可 以 同时 化 为 对 角 人 矩阵。 ҖИРЕ z Bl 
BERU, FUE AU э; U AU ра. 
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GEH) 因为 | 
Ин А0 зейїак(31, Aas "s Ån) 
PIKA 
Он AHU =diag(hs, Ba, с, AD) | ) 


推论 5.1.2 їй» BERERE ARRETE A:s t Aas MA уп REA Ais 
2, Aua 

BNE, H, Hermite ВЕБ Hermite PERE EME. THAE H 
— F EMERE ER, Hermite gpm Hermite 矩阵 的 充 要 条 件 。 

定 还 5.1.2 设 4 EERE, MI 

《i) A% Hermite 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 аида, 

(2) 4 为 反 Hermite #Е ЙЧ ЖЕЛЕ Ж {ЕЛЕ 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 均 为 零 。 

《3) 万 为 酉 智 阵 的 充 要 条 忻 是 和 的 所 有 特征 慎 的 模 全 为 1。 

GERD 对 于 正规 矩阵 A, ТЕНЕ U, В 


ОАО ==діа (Аі, Ars "y As)= Д 


(1) 24 A= 47 h, A= 47, [ШЕ Жї, да, to А» ЛЖ. 

АБВ, An Дз, es A, 全 为 实数 时 ， 就 有 лед", MA 4= A", 

(2) 当 4= AY ph, д — ADB 1 一 一 站， 这 说 明 л, 的 实 部 为 零 。 

HRH, # A =10,;, PJER (J=1,2,%, M= —18,— AA = =A 
HE 4=— A, 

(3) ЛА =I t, A A= I, 因此 1, Жа=1, PERLA [=L 

相反 地 ， 若 14 l=1, BB 4.3 =, л, k ААН, ] 

推论 5.1.3 车 4 为 zx 阶 反 Hermite 矩阵 ， 则 4 的 特征 值 有 “ КЕПЕ Ris, 其 
й (п 20 А086, Н тапкА 25, 

景 后 我 们 来 讨论 正规 簿 降 的 谱 分 解 。 

训 理 5.1.3 ЕЗ» ИШЕ. E: = E= Ez [уру ЖЕ 28 tb ЖЕДЕ {ЕЛ хт Н B U E 
得 

E= UU 

其 中 r=rankCE), 品 的 ?个 列 向 量 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 记 USEU?**。 

(证 明 】 必要 性 设 7+ 二 rank()， 均 它 有 ?个 线性 无 关 的 列 向 量 ， 从 这 ? 个 列 向 量 出 
发 ， 用 Schmidt 方法 作出 ? 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 以 这 了 个 向 量 为 列 克 成 一 个 axr 矩阵 


UEU, 旦 的 2 个 列 向 量 都 可 以 由 区 的 7 个 到 向 量 线 性 表 出 。 即 若 U= (е, е,, =, 
е,5Є0*:"", Е =(х., зу °”, х.) й] 


х= с.е: HCE т Бс, е, ` . (i=l, 2, =, #) 
所 以 
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Cil 621 
Cis бут 
E= (x, Xy, s". х„)==‹(е,, е,, е) 
|с. Cra 
=UYš 
其 中 
(ei Сур w бү, 
l 
Ca; б,, É,, 
V= | ЄС" 
| 
ёт Ca Ü an 


НЕА х., X,, =, x, IRAH r, ME YS ВОВ) ғ, 
下 边 证 明 V=U, 
WAE ш Е-Е: 8 ШЕ 
UV" -= VUu үшүн 


注意 到 ОН = I,, WPA 


UV =-TTz 
或 
СОУ 0 
因为 了“ уйт, РЕ У 的 秩 为 0， 因 此 
U—V=0 
于 是 
E=UU? 
充分 性 #E=UU" 
HJ 
E:=E= Ен 
设 4 是 z 阶 正规 矩阵 ， 由 定理 5.1.1 有 
A4=U AUE =U diaglAi, Аз, се, ЛОЯ 
命 
U=t(<X,, Xa, =, X.) 
у) 
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A=(X., Xis y X ,3diag( A), Азу ***› 


=) X XI+1,X,X U+. + 1,X.X:E 
я 
б,=хХ,Х" 
Ш, б, 是 4# 阶 和 矩阵， 则 
A 


式 (5-5) 称 为 正规 炬 阵 的 谱 分 和 解 。 
SERER 4 有 重 很 时 ， 还 可 以 把 式 (5-5) 右 端 进 一 步 简 化 。 
Ат, Аз, od ЖЖ ЛУИ та, ns, =, 2, MARG-DE 


А= 22, (Ухх) 


命 

Е,= УХХ, 
gi 

а= Улі, 
不 难 验 证 

Е,=ЕН=Е!ї. 


Ж ТАКАЛ УЛ 有 + 个 相 异 的 特征 值 2; Ai 
细 的 充 要 条 件 是 存在 * MERE, En =, Е., 8 


СІ? А= 2AE; 

(2) Ез=Е,=ЕН 

(3) Е,Е,=0 G sel 
(4) XE, =! 

(Б) й РН Е, 是 唯一 的 。 
<6) rank(£ =n, 
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(5-4) 
(5-5) 


设 4 有 + 个 相 异 的 特征 什 


(5-5) 


(5-7) 


Ey А.» ДАЕ Ж 


ШЕЙН] 必要 性 СЕЕ 0-5), 
《22-(3) 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 
(DE Н 


Us (Ху, Ху, зе, Ху.) 
则 由 式 (5-6)， 知 

Е,=0,09 
xA 

U=, Ur, m, U.) 
ЖН 

т=йш== XU U= SIE, 

m рш 


(5) O 02). Gn Ж 


E, A=E, (DE) EIB, 
tt 


=(D ‹к,)Е,-4Е, 


ШП 
 E,d=A, E, = AE, (5-3) 
BEE D, 满足 上 述 条 件 ， 即 
R. A= 1 Ë = AB, О | (5-9) 
将 Ë, 右 乘 式 (5-8) 减 去 E, УЖЕ (5-90 
(A — åE , E =0 N 
国 为 4, 夺 4;， 故 得 
E,Ë,=0 
АШ | 
Е,=Е,1=Е,(Ууй‹ }=Е,Е, 
(>z, )E =IB =Ë, 
<6) 8605-6) | 
а) 
B= (Ху, Жуа, =, Ху.) | 1 
х". ) 
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a 


BWER o, Xo =, Xia MERA лу, ЭПА 


rank( 5 JS; 


ХНС) 

I= УЕ, 

i= 1 

故 

гап Туп Ete Ф Е, 

= n p aea H 

但 是 

u=n ++. +n, 
故 


rank(E =n; G=], 2, m, T) 
充分 性 iz ARERO) 6) 01 


(Jae н) 


т 
=>} rA E, 
1=1 


Ял жалу, 


i=1 


жат 


.所 以 4 AEREE / 


f 


$ 5.2 实 正规 矩阵 在 正 交 相似 下 的 标准 形 


由 定理 5,1.1 知 ， 和 在 何 一 个 实 正规 和 矩阵 必 丁 相似 于 一 个 对 角 矩 阵 ， 即 实 正规 抠 阵 在 丁 检 
似 下 的 标准 形 是 对 角 抢 阵 。 本 节 研 究 实 正规 矩阵 在 正 交 相似 下 的 标准 形 。 


果 。 


下 面 先 来 证 由 任意 实 算 降 正 交 租 似 于 淮 三 角 什 隆 ， 它 是 Schur дЕ н ВЕ Аг 


下 理 5.2.1 1#а;,=(а,,, 2,1, oa) 是 措 为 1 的 2 元 实 向 量 ， 那 么 存在 正 交 上 抢 


W © а, 为 它 的 第 i Эш Ж i=l, 2, ee, п), - 
【证明 ) 仿照 引 理 3.2.8 的 证 明 。 考 奶 线 性 齐 次 方程 
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ат = 21125: Ezta Tee a =0 


其 中 列 向 量 x 一 (x1，xs，…，x,)*。 方 程 的 任何 一 个 解 向 量 S5 a, EX. а, 为 方程 的 
EARR, АБЕ, M asiai 一 0，03Gs 一 1 
再 解 由 两 个 方程 构成 的 方程 组 


аїх=0, аїх=0 


又 方程 组 的 任何 一 个 非 零 单 位 解 向 量 а, Ша, 315 а, а, EX, 
继续 下 去 ， 假定 已 经 求 得 了 п—1 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 а, а,, ө, G, is 再 解 线 
性 齐 次 方程 组 


аїх=0, аїх=0, =+, GT_,x=0 


ЖЕЕ, ШЧЕҖ 2 yle B a. Ше, а,, e, G, 238 r НОЕ БЕ SE ЈЕ 55 46 
ВЕ. їп, О: = Са, a,, =, а) a, 为 第 一 列 的 ЕН, Q.=(a,, аз, ==, 
а,, а) a 2238 п [ЕЗЕН „ Жа ЖИЕ. | . 1 

定理 5.2.1 若 z 阶 实 矩 阵 又 的 实 尾 征 值 为 1, Arn 9, А» НАНЕ 
s X, аір, G,+ib,, *, atib, Gstk=n), MEA е СЕЖЕ @， 使 得 


(T: 0 
QTAQ=' =Т (5-10 ) 
т. T, 
其 中 
А, ] д, +i 
A A | ° 
T,= 21 1 i T,= 
йеп ия | 六 
As: A z 1, ^з An 


(5-11) 


Ais 4,, =, А, SEEBOEBE, БУРАНА АЕ etib, е, Eiba 

ННН, 1 4 的 特 古人 部 是 实数 时 ， 方 隆 зенит ЕВ. 

CEH) 用 数学 归纳 法 。 

阶 数 为 1 于 定理 显然 成 立 。 现 设 АЛЫУЫ Жест — гаях, ЖЕЕ т ERRI. 
下 面 分 两 种 情况 讨论 。 

O 设 4 有 一 个 实 特征 值 Ae an 为 与 它 对 应 的 单位 实 将 在 列 向 量 ， 由 引 理 5.2.1 知 
ЕЛЕНЕ Q, 以 a 为 它 的 第 m ЛУЫ Ж, ШО S= а,, =, а„), Н 


t f 
aly Ais s aias 0: 
一 * 
. Q AQ, = 


А, Åm 
其 中 A, 2 m — 1 Br BE, ВОЗАЧЕ ВЕ, Fém- A EXER: ER 
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А, Az 
Vz: A, V, = A... ЕТУ: Я 0 А 
A; 4. 
* 
* + - 
Ana 
命 
(V. 0> 
0-0: 
о 1 J 
TRO E m ЕЗЕШ, Н. 
. ИЯ 
Я Ni 
AÅ, prene A, 
Q- AQ= Aan _ | -T 
Æ 
* ` 
1 32.) 


т RESTA ( 等 于 4 的 特征 多 项 式 ) 是 
десед, Ту беед, Ar)detCATs А) 
| det (AaS AA — hasn DCA А0 
ЖИЕ A 或 工 ) 的 实 特 征 慎 为 Азза Sy Ams 复 特 征 值 是 zi: 士 过， atiba, ep 
a,+ib,, Jp atib, 是 二 阶 上 矩阵 А, ЕЕ НАНА, НЕН Т EE. 
(2) 设 4 的 特征 值 都 是 党 数 ， 这 时 т=25„ ERARE REE Л.а, tib, Д А 
的 特征 向 量 { 是 复 向 量 ya, 写 为 aGa,=x,+iy,, 其 中 x, 与 У, 都 是 实 向 量 。 根据 Aa, = 
д.а, 可 得 | 
(dx,=a,x,—b,y, 


1 { 5-12) 
LAy,=0b,x,+a,y, 


现在 证 明 实 向 量 x<, 与 y, 线性 无 关 。 | 
МЖ, Шта, +051, х, 057. 0 同时 成 立 。 否 则 ， 若 y》, 一 0。 则 根据 《45-12) 便 
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得 4,x,=ax,， 这 表明 4 有 实 特征 值 а, SERTA, MAY. x0 AA х, 0, ew, 
E x, Б y。 线 性 相关 ， 便 有 x 二 fy,， 这 时 再 考虑 到 式 (5-127 便 有 
Ay,—=b,x,+a2,y,=(b,.k+a,yy, 


这 表明 4 有 实 特征 值 ， 又 导出 矛盾 ， 这 就 证 明了 x, 与 y, 线性 无 关 。 
由 x, уу, 应 用 Schmidt F, 得 到 


=b ix, 
| (5-13 ) 


Yeb, tby, 


E 中 bi 2>0, b,,>0, "УЫ x, НАТУРЕ. B. 85-122 5 (5-13) 8 358 


БӘ М 0 


A Ye” bai 6.3 
{bit 0 (s, pi х, 
=! . . 
КР» baa b, z, Ly. | 


-f 0 | а, —ї, Í 
lbas baa | 15, а, U: 


k: 28) х.) 
1. (5-14) 
4,, ,, Fa 
其 中 
pi 
„| | I | € 5-15) 
ай ü,,) Ур, bags \ф, а.) Vb, bag) 
根据 引 理 5.2,1 不 难得 到 ， 存 在 一 个 zr B: EXER 
Q ,=(V, Xas y,) 
Je V тх (m —2358E E, HB H Q: 的 正 交 性 得 
| үх, =V ту 0 (5-16) 
因此 
[үтдү VIAX, VAY.) 
QAQ =| TAV WIAR, XI AY, (5-17 ) 


YIAV JIA X, JAY, 
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根据 式 (5-14) 与 式 (5-16) 得 到 


HIA X, =ü, УТА х=й, 
хт А у„=й„\, у,Ау,=й,, С (58-18) 


VTA 3, 一 Fr4 届 ,一 0 
把 起 (6-18) 代 人 式 (5-17) 得 到 
Vr! AY 0 0 


01:40: = AY бй, ai. (5-19) 
TAY ü а,, 
出 式 (5-15) 知 
Ča 2,1 (a, —b, 
Asa aJ (1) 
. is й,, b, z, 
的 特征 导 想 同 ， 而 后 者 的 特征 值 为 
A=4, +ib, 与 X.,=a,—ib, 4 
ERG-19 УТАУ Æ m —2 ИЗНЕ, REBAR EE m —2 [ТЕНЕ О,, 使 得 7 
A, О | 
+ 0 
区 А, / 
QYIAYQ= — 
ОШОЛ 
fr 
“©, ` 
Q=Q, : 
. . x ` I,J | 
其 中 1, ЖЕН, ОЕ т ЗЕЕ. BERET 
а, | 
一 0 
А,, 4, 
Q'A Q= 


| A, A, J ‚ 
BD беед A=det(41,— А, )4е: (41, — А,)+еЧв+ С 11,— 4), RIA Ай з НЕ 
征 值 为 а|+1Ё{, a,+ib,, " atib, 其 中 a +ib, AZETE A, йу} ЗЕ 复 特征 
É. | 1 
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用 类 似 的 方 续 可 以 证 明 4 ERATES ЯНЕ, HD 
Hik 5.2.1 # n Et 3 tE 4 ҖЕН И Ayer anna ys Аззжьз Fr etu SR fE 
EA s 对 ， Жа ір, ы iba, "ty q tib (254 =7), ИЖ n yr EXER Q, 使 得 


iT, T.: ..- 
QTAQ= | = Г (5-20 ) 
А T, 
其 中 
(4: Ara = Ai, | да +1 = А | 
I А, ‚а А,, i | 
T, == T, = | 
` | | `. 
`. A, Jy | Arere” 
Ai, А,, „A, 都 是 СЕРЕ, ИРЕНЕ Ду ПЕ еуі ibrat, + tib, a Б1р,» 


为 了 研究 实 正规 抢 阵 正 交 相似 下 的 标准 形 ， 先 介绍 下 述 两 引 理 。 

913 5.2.2 А, ВЯ ИН, Н. ЛЕЙТ В, 那么 ARREN ЗЕ БЕ Їй 
充 要 条 件 是 B АБЛЕШ. 

(HEBH) 因为 < 正 交 相 似 于 8， 所 以 存在 正 交 先 阵 О, WE 


QA Q= B (5-21) 
ВЕРО ЛЕЛЕ EZE, Б 
QUI 470= DT (5-22) 


两 式 相 乘 可 得 
©4470 ВЕТ 
Q-1ATAQ= BTB 
因此 AA7= ARA Б BB7= B'B =, 1 
引 理 5.2.83 ЖСЖ СИЗЕ, IEN atib, N G ЖЭ ПЕЙ ЕЕ ПЕ THE E fr. 
EPEE Q, EA 


a b> 
| (5-23) 
i 


f 
об0=| 
—b а 
СЕВА) 必要 性 ЖС 为 实 正规 短 阵 ， 根 据 定理 5.1.1 EEEE U, 使 得 
ratib 0 
тїбїў -| | 
`. Ü aip 
EU =(х,,ж,),ху 与 ;分别 是 的 对 应 于 4 + ib 与 + 一 ib5 的 模 为 1 的 特征 向 景 。 aA 
G ARER, PFL X=] 。 命 
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xi +>, x — x, 


2 с, Ут /? і 


显然 91 与 y, 都 是 实 疝 量 。 可 以 根据 x, 与 x, 的 复 正 交 性 条 件 来 证 BH у: 与 y, 是 模 为 1 
的 互相 正 交 的 实 向 量 。 事 实 上 ， 


y i= (5-24) 


xIx =x" ху=хЧҗ,= 0 


同样 可 得 
хїх,=1, ХК, =0 
因此 
уту = RX; NEN, „| ( 5-25 ) 
i 2 „9 
по АТфАТ усх _ 
| —_ Xi 0 (5-26 ) 
y 5 2 /2 1 
т xIx XiX, _ | _ 
гу, = Aa IT =] (5-27) 
Yaya = дү 2 i. | 
ЖА Q=(yi,y:), EE ob E Eze Нр, H. 
yi> Э» yG y, 
QTGQ= | сулуу) (5-28 》 
у) убу. Убу, 
因为 
Єхү=(а+1&ужу, Gx,=(a+ ib)x,; 
所 以 | 
Су =ау Ly, 
| (5-29) 


су, =ау,+Ъу, | 
把 (5-39) 代 人 (5-28) 式 右 端 ， 考 虚 到 (5-25),(5-26)，(5-27) 三 式 便 得 


[ 4 b 
669-1 | 
—b а 
充分 性 РЕЛЕ О, Ef 


pa b 
QrGO= і | 


\—b a 
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b> т 
1070. 


bo 
: Qr=GrG J 
|h а) 


а — 
Ь а 
现在 我 们 可 以 证 明 下 而 的 定理 。 
定理 5,2,2 л ЗЕ А 的 实 特 征 值 为 CEFIRE аваз tto, Aran ARER 
з, X aitibi, atib, = Б, Бі, (251 6= п) M 4 是 实 正规 矩阵 的 充 要 条 件 是 存在 
п [ЙЕЗЕ ГЕО, жа | 
Rd4R=diag( 互 1， Ha, = H,, Agari "e Aaa) 
(5-80) 


其 中 


н, бо =l, 2 =s s) 
一 六 Ge 
GEH) 必要 性 设 卫 是 实 正规 上 矩阵， 根据 推论 5.2.1， 存 在 * 阶 正 交 和 矩阵 Q, 使 得 


Girt баз? | 
| (5-31) 


9740, =6=; 
L 0 Gyd 
其 中 G,, ЖЕЛИН, Gi 是 由 二 阶 矩 阵 组 成 的 块 状 上 三 角 和 矩阵 ， 即 
rd Ду, ] ( Дуан ж 
G, 一 А34, | G,,= | | ; 
| д, 2, l Årst | 


А,, Ауу +, А, 是 特征 值 分 别 为 artib, >, aib, 的 二 阶 实 和 矩阵 。 因为 4 是 实 正规 
算 阵 ， 所 以 由 引 理 5.2,2 GEENEN. W 
(Su Giay (GI, 0 | (GI 0 ` Gi: Gia 


| 


| 9 С. СТ, GT, т) GT, 67,2) 0 Gaal 
比较 等 式 两 边 可 得 
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(бибї+б‹б1,=61,би 

| базбї,<=б1,б\» 

| omen 
6,,61,=67,61.+67,6,3 


{&5(5-32)Му A — À< SE ВЫ ЕА Ж, E A СС GI D= tr(Gi Gi), ЯД | 
tr(Gi,G1,)=0, ШИВ Я (G, ,G7,5E Go 的 所 有 元素 的 平方 和 , МО 61: 
一 0。 代 人 式 (65-31) 后 得 


GGl 一 GT 


(5-32) 


G.,GT,=G1, Gas 
Е | б:.=0 | 
ERICo, Ca ВЛЕН, 9188 5,1,2 知 ，G:。 RAMM, MA 
| Съз =diag( hassi Aresar "s Arase) 
H Gr,G, =G GT, TER s ARER 
Ат Ау А: A As AT L. +A, AT, 


A rdir t Arr Agr = A,, ЛА „- Arg Arit e tAr 41, 


I (5-33) 


Lana Ata a S AL a, 


ФЕ 05-33095 0 НОЕН БЕЙ pk dia 
| | “САТ А1) = tr A АГ) СА, A!,) 
it 
СА, Аг, БАТСА, A A 
HA r(A A DEER 1; 的 所 有 元 素 之 平方 和 ， 从 而 
A G=), 3, =, 5 
把 它 代 入 式 (5-33) 的 第 二 个 等 式 以 后 ， 类 似 于 对 式 (5-33) 第 一 个 等 式 的 讨论 便 得 
4,,=0 (ў=3, 4, =, sy: | 
继续 这 个 过 程 ， 最 后 得 到 | 
А=о, (iD b ses з) i<is<s) 


因此 
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Ац 1 
G I 一 Aza ~diag( Al!, din s A,.) 


` aa] 


КД A, G =1, 2, =, ЗЕРНА Е, HERY a +ib, 
把 Gi! УС, 的 表达 式 代 和信 式 (5-31) 得 到 


ОТА; =йїад(А|,, Ass -ty Ara Arrais "y As.) 
根据 引 理 5.2.3， 对 于 每 一 个 A, RECREERE О,, ER 


{ а, b; 
@4++4@›=› =Н, 
| Lb а, 
命 
Q=Q,diag(0;, 02, `+, Qa 1) 
则 | | 
Qr'AQ=diagC(H |, H,, Мы H,, Азе+їз "э Ansar) 
充分 性 ”由 式 (5-30) 得 
A=Q diagtH 1, Has oy Б, Araso "s Ane QT 
БЕ AiE 
ATA= AAT 
而 А RHEA a н 4 5 diag( H ,, “*, H, Å rapir "y Aser) EX #H XA 
Fih 1 
由 证 正 次 和 矩阵， 实 对 称 矩 阵 ， 实 反对 称 矩 阵 都 属于 实 正规 矩阵 ， 因 此 可 得 如 下 定理 。 
定理 5.2.3 "Шр А ЗЕН ИЧЕ п B EXER Q， 使 得 
QAQ =diag(H ,, H,, ч, 1H,, 1, s, 1. —1, =, 1) 
其 中 


tos; sinp) 
Н,= (j=1, 2, +ө, S) 
\—singy созӣ; 
(证 明 】 根据 定理 5.2.2, ФИТА ТЕЗЕ АРЕН АНА НО ВЮ 1 Нар, AEE 
章 推 论 4.2.1 的 结论 。 现 在 利用 定理 5,2,2 ЕЛЕЕ: А МНК, 
根据 定理 5,2,2 知 
QTAQ=diag(H,;, H,, amy H Åna s Asar) 


因为 АЖ ЕЕ {ЛЕР diagtH, н,, sey H, Arkels "s Arsa EIER E 阵 ， + 
是 得 到 


一 到 1 一 


НҮН,=Н,Нї-=1І, 《7 =], 2, зө, $) 
Аажы mA ir == Д 


Mi 4 的 实 特征 值 为 1 或 一 1。 而 复 特征 值 sy tib, 满足 | 


ме 5 ИШИ ‘1 0 
| " a 一 


1-6, а, |6, а, b, ау) 01; 
所 以 | | 

арр (=l, 2, =, $) 
国 此 存在 角 诬 0, 使 得 

tir] L: | 

е =созй,+1ї1в1п@ф,= п, +ib, 
НП 


{ созӣ, sinB, 
Н,== 《7 一 1， 2, +", S) 
. — sinB, cos); 
定理 5.2,4 nik KHU А ЖЗ: Ж ОШЕН ЛЕ EJE fE fE n PY 22 О, SEA 
| QTAQ=diagt 41, Аз, "w An) 
其 中 Аз, An ms А. АЙ, | | 
[证 明 】 F ЖИБЕ ИНЕ Аде, РЕН 5,2,2 立刻 证 得 。 
方法 二 根据 定理 5.2,.2 知 | 
Qr'AQ=diag(E ,, iy H,, Azari, "s Азз+ь) 
显然 二 的 对 称 性 等 价 于 diag Hi, +з, Has Дасо "5 Aror ЮША ИЧЕ, ЖК 
Нт=Н, 
所 以 
| b=0  (j=1, 2, ө, S) 
这 表明 АЗИ ШЕН Е, БИШ ЗЕКЕ 4 的 特征 值 全 是 实数 。 
定理 5.2.5 PER 4 是 芭 对 称 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 存在 正 交 持 阵 O, [FS 
Qr'AQ=diag(H ,, H,, *.., H,, 0, ==, 0) 
бо», 
== (J=1, 2, +з, s) 
L—b, И 
СЕВ) 上 让 定理 5.2.2 得 . | 
QTAQ=diag( Hi, H,, atty H,, PETTEE "*, Аъеъь) 


— 142 一 


因为 4 НАЕТ АЕ авс, Has =o Has Аму, Да, 
所 以 
Hi=—H;, Aarsri = Arna m= a = Aam 


H Hi=—H,i% 
g | =Ü G=; 2, ==, 5) 
于 是 
0 b+) | 
Н у= К. G 一 1， 2, em, 5) | 1 
—b, Q` : 


95.3 ЖАЙ ЖЕДЕЛ Ее F 59 3828 


对 称 ( 实 和 复 ) 矩阵 在 相合 下 的 标准 形 在 S 4.4 介绍 过 ， 这 节 研 究 反 对 称 矩 阵 在 相合 
下 的 标准 形 。 由 于 复 反对 称 抢 阵 在 相合 下 的 标准 形 的 讨论 方法 与 实 反对 称 和 矩阵 在 实 相合 下 的 
标准 形 的 洁 全 一 样 ， 因 此 ， 下 面 只 对 实 反 对 称 矩阵 的 情况 进行 讨论 。 

定理 5.3.1 А н ИЗРИЧЕ, ШН НЕР 使 得 


: [ 0 а, 0 a,“ 
PTAP=diag | } .... | , Ü ++, ñ 


=; 0 —a, фу 


其 中 卫 的 元 素 是 矩阵 А Ил ЖИГИ РАК MARTE 元 多 项 式 之 商 )， 且 detP=1, 而 
41, а, =, а, 都 是 非 零 实 数 ， 它 们 也 基 4 的 元 素 的 有 理 函 数 。 
GEW) MBAH. r=] 时 定理 显然 成 立 。 
设 rsm 时 定理 成 立 。 现 在 来 证 一 赤 时 定理 成 立 。 当 A=0 it, R P= J, 邯 成 。 今 
设 4 六 0， 于 是 ， 存 在 元 素 nG, PRHA 
СР(2, KRYPE, DTAC, OPO, k)) 


它 是 一 个 反对 称 和 矩阵 ， 是 第 一 行 第 二 列 的 元 素 为 x0. WPO ЮРА, DERAZ 39 1 
的 常数 夭 阵 ， 所 以 适合 定理 要 求 。 因 此 不 妨 设 0:40, {E4 BRANE 


0 а, 

| 1 

А= .as 04 | 
-BI А, 


^ 0 ат! Е 
Г, | В, | 
P 一 一 2 0 | 


. ` Ü In- 
ЩІ 
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hy 
= | 
D 
“з 
Ш 
一 一 人 
= m= 
bt 
| 
局 
К 
kara 
= 
~ 
| 
© бф 
k 
о ә 
k= 
~ 
ta 
= 
—s v O _ 


і 


0 а} | 
Ен Jaita 
ат; 0 


不 难 验 证 detP = 1, Н Р, л А BU GSSs Н А. 3 m —2 Bris EE 
r0 —аү{ 
|+ | 


! 
ау Ü 


ЖЕЕ. BEARR, rf m—2 BrE P,， 使 得 


20 2) 0 а, ` 
РТАР,=4іар. э .... | J pO ps 0: 
“Las 0 —@, ) 
Җир P, Ё detP,=1, Н Р, WERE Ай лж ӨШ, ШЕНИН FEB Fñ Ë 
MAARA, MA Р. 的 元 素 是 ARERIA ИЕ» M а, а, +з, а, 都 是 4 的 元 素 
MERAS. ` 


ШРЕК ЖШЕЖ, 254 ЖИШШ T EH, К 1 
定理 5.3.2 Ан, BATE n 阶 满 秩 和 矩阵 Q， 使 得 | 
0 1 r 0 15 0 1 
ОАО = вав | | ,| 1 J 


1 0 1 of 1 0 аты? 
` ' ` п—2$ 
(5-34) 
ЖН Айу =s, 
ШЕШ) BEE 5.3.19, TERRE 了 ,使 得 7 


{ 0 в; 0 а, ` 
PTAP=diag | iy tery » 0, e, J 
a 0; ы—4, 0 
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Дир aapea, 0, B8ranke A)=2s, 


又 因 
| 1 0 үе 0 “|| 10 170 
—1 a) “a 030—3 azta | —1 
所 以 命 
Т 0 10% 
Q= P diag] | |, | } 
р azt] Cl ат! 
则 От АО 便 是 所 需 之 表达 式 。 


式 45-34) 称 为 反对 称 矩 阵 的 相合 标准 形 。 
推论 5.3.1 БУК ЯНИ, 


$5.4 Hermite 矩阵 偶 在 相合 下 的 标准 形 


两 个 Hermite 是 阵 同 时 与 对 角 和 矩阵 复 相合 的 问题 是 本 节 要 研究 的 内 容 。 在 Hermite J 
式 间 题 上 ， 就 是 两 个 Hermite 齐 式 同 时 化 简 成 标准 形 的 问题 。 它 在 振动 理论 ， 物 理 及 其 它 


{5-35 ) 


工程 中 有 重要 的 应 用 。 | 
定理 5.4,1 ЖА, BHH nj Hermite В, Н BAER, MIERS ka BE 
T, #8 
ТЕАТ =diagl Hi, Hg, w h )= M 
与 


TEBT =l 


Шз, JE Hi В, w, BH, EDIT ЭСА. 
GER) 因为 ВАЕ, MAREA EBE T: {ЕЙ 
ТЛВТү=1 


出 于 TY ЛГ, А: Hermite р, REFERERET: Et 


TIATEAT ІГ, =біарбну, Bs, w Ш) = M 


Дин ej, Hi, =, H, AL Hermite В TZAT, ВОЗЕ, 
H Т=Т,Т,, #8 
Tš AT =M 


T# BT =} 


k TREA Hais Н, ey н. ЗТ, 事实 上 ， 命 


{ 5-36) 


(5-37) 
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=ТїАТ, x (5-38) 
W 8 =” E, EREHE 

[41—8|= (5-39 ) 
的 根 。 将 式 (5-37) 与 式 (5-38) 代 人 式 (5-39)， 有 

[АТЯ#ВТ,—ТЯАТ,|=0 


简化 得 

| |АВ—4А|<—=0 (5-40 ) 
反之 ， 由 式 (5-40) 可 得 式 (5-39)。 因 此 ， йа, Шау +, E п (5-40 ШШ, H 
ЖЕ 4 与 B 所 确定 而 与 了 无 关 。 | 1 


FEM 5.4.1 的 结果 应 用 到 Hermite 齐 式 上 ， 便 有 如 下 定理 。 
定理 5.4.2 RAAD Hermite 二 次 齐 式 


баја 


fi= X# AX = > б, ТК, 


fa = XEBX = >! рү, ,Х, 


„Н. f: 是 正定 的 ， 则 存在 满 秩 的 线性 变换 
X=TY 
使 得 
fi= в.р Ба уо У, 
fam piyi t iye t tiay a 
Җ ei, Bss эе, E, 是 方程 |44 一 引 =0 的 祖 ( 全 是 实 的 ) 。 
在 上 述 定理 中 出 现 的 8 i, Ke s B, 与 矩阵 了 ， 可 以 诱导 出 在 计算 和 其 他 应 用 中 有 


重要 作用 的 两 个 矩阵 的 相对 特征 值 和 相对 特征 向 基 问 题 。 现 作 简单 介绍 。 
设 A. B 都 是 4 阶 Hermite gpk, H 了 是 正定 的 ， 求 4 使 方程 
Ax =} ВХ (5-41) 
HIERA х=(а,, азу е, Пс) | 
式 (5-41) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 基于 4 Ë n k CR Es 
|B- A|=0 (5-42) 
成 立 。 称 方程 (5-42) 是 A 相对 于 BARESE. "ЕМДИ Ao 5, s Aa RA A AHF 
B 的 广义 特征 值 ， 把 A. КАЗСА х 称 为 与 41: 相对 应 的 广义 特征 向 量 。 
不 难 证 明 下 述 命题 是 正确 的 。 


命题 5.4.1 Ах 48x 的 广义 特征 值 与 广义 特征 向 量 等 价 于 Hermite 算 隆 5 
二 TYAT, 的 普通 特征 值 与 特征 向 量 。 
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应 用 Hermite Ж ЕНЕД ET LAE T ДЕШ. 

定理 5.4.3 形 如 式 (5-41) 的 广义 特征 慎 与 广义 特征 向 量 有 如 下 性 质 : 
《1》 有 + 个 实 的 广义 特征 入 。 

(D 有 = ШЕЛЕР ДИР ШШЕ Жз, s ж, 即 


Ах,= A, Bx, (®=1, 2, =<, n) (5-43) 
(3) Жп УРАДЕ АЗЕ ЕГДЕ, ERE 

(х,)#Вх,= д;; (5-44) 

СОНА = дуду (5-45) 


Ж: (%;) 表 示 把 列 向 量 % БАЕ, абс RRT, LEBDE E e H 
58. 

(HEB) (D 由 定理 5.4.1 的 证 骨 过 程 可 知 。 

(2) &#5$=ТЛАТ, 的 2 个 特征 值 为 11，5:，…，4。， 它 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 
Л, IDRA Уз, Уз, s Yrs 故 


ŠSy,mAyy, ` (=1, 2, +=, п) 
或 

TEAT YS AaYe (5-46) 
命 

х.=Тт.у, 2008-47 ) 
和 代 大 式 (5-46) 得 

TAX, =A X, 
或 

Ax,= A (TI T N, 
应 用 式 (5-38) 便 得 | 

Ах,.=4.Вх, {5-48 ) 
这 表明 x, (k= 1, 2, се, тёп МЕРЕ. ЕНТ Е СЭ, 

® 

k x i БЕ, =0 
DAKCs-473 КА EARR 

k Tiy te tk T y, =0 
AT д ха Ht 

ky +6 БЕУ = 0 
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HF Yio Уз, "hs Y. 是 线性 无 关 的 ， 所 以 


к=, =m =k =0 


此 即 з, ж, се, X, 是 线 竹 无 关 的 。 
(3) 根据 Hermite ре УВЕРИ, WAT RER yu, y, ae, y, Ë 
它们 满足 


уйу: = баз Ci, j=], 2, +, п) 
由 式 (5-47) 得 

(тх) (Тү! м,)= ду, 
展开 得 

xiro T =å; 
由 式 (5-38) 得 


АВА, == OL 
ХНА =A XBX = Ауд: ) 
在 矩阵 理论 及 其 应 用 中 ， 称 满足 式 (5-44) 的 广义 特征 向 量 x Kary s C, 为 特征 Ей 

E, іп AEREA i E АУА ВЕ 

T=[%1, Kas ey х.) 
НЕО, Ж А 相对 于 В ШЕШ. | 
定理 5.4.4 设 4、B 2 Hermite fk, Н В ЖЕЙ. ДИЕТА 1 89 38 [Е 
Р, #& I 

PWAP=diag(ai, arp се, ё.) 
与 

РЕВР=фїа (фу, bi, ==, ) 


同时 成 立 。 其 四 Gis б», зө, 0, юж, bis bas ..., b, 均 为 正 实数 。 
(ШИ) 5.1.151, ЕЖЕН Т, ШЕ 


ТЗАТ =diag( Hi, Ea, my B 2 
与 
Т#ВТ =] 


ШИЖ, ir 
P= (чур) 1 
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Mil 


detP=1 
R. 
f L 
P'AP= (ar) TAT) 
4 
=(-ччеттйт) TAT 
=diag(a,;, G,, "e, 2.) 
其 中 
` Ł 
(орат) O G= 5 ss m 


_a 
H =- 1 " 二 全 Ja ... 
P#BP= (ES 17 зв, b, ss ba) 
其 中 


= = n = {у} = _ 1 ___ *. 
bi=bs ba (ernie) 20 
5122 5.4.1 en b (i=1, 2, ++, 0) АЕ, ШЖ 
Саза чча уз" СББ е6) (о Hb уба +0, ela, tb, 


mq b = а, П 23803, 
[证明 】 чи=1 8, ERRAR 235 n= 2 F, 有 
(баца) hb) Yt аза, F bibyF2(a bra b, yt: 


жаа H biba Рав Harbi =(a Hh (a, + bh,) 


Rj 
ED 


县 当 а,фу=а„Ь, 时 ， TERE. 
Ип, AER WE п И 


1 
{661+ 02а, Tb Yar tO у(а,,, Fb, i) E 
1 
=à Hb уба, 06.) (a Fop ETE E (aaar be) HE 


К AA ЛИН ' А 
22000,40, у СВ рр, ур Кї (Gk Ваз) iti 


И 1 Ë 1 А 
={{(аа,беа,) Et (Didam б) к) үа (G, . tbra) DT 


а 1 
24014150, t буер} Ere (appr Pr) &*1 
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` í 
= { (210,50, Hb, barba) ar bis)} Er: 


={((ауа,+еа,+ Бу Бев убак bas) E} ГЕН 
24 (аана а, EHO bibb) y er 

1 
=={ (база, чаа, „у + (Бе В, л) ЛК Р 


дааа ФБ, ЬЬ КЕ | 
此 即 证 明了 不 等 式 在 п= k + 1 时 也 成 立 ， 且 等 号 仅 当 了 =ke, RE 
定理 5.4.5 ЖА, Вул [ЕШ Hermite, MH 
[А В F<] A+ B| 
且 等 号 在 B=kA 时 成 立 ， k 为 某 实 数 。 
CEH) 由 定理 5.4,4 ТРЕКЕ P， 使 得 
IP|=1 


a, 
© й 


(b, 
P'BP= 
| . b. 
由 于 А. В 都 是 正定 的 ， 所 以 所 有 的 a, 与 WEES, JH. 
[А | =a arean, |B| =b brb, 
因为 
[4-+-В|=|Р"(А+-+В)Р|=|Р"АР-ЕРЕВР| 


=. a, +b, 
S Та tb, 
=(а,-+ЕЬ,)(а,-ЕЬ,) ++ (а, tb) 
H H š lder 不 等 式 得 

4 1 
А+ Вр = (8, Hb, jea, tba)" 
1 1 
Ze (aa, ys. + (фей уз 

+. -1 

=[Al 十? 
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定理 5.4.6 А, B 为 4 阶 正定 Hermite #5 , W 
ГАР ]B|<]A+ Bj 
(证明 ) 由 定理 5.4.5 知 
[A+B] ">j Арна Вто 
HT|4]. PAER, i 
4+ В|;®(|А|з/^*%-„|В|1/ ут 


用 一 了 


Ара Вр а | B| 


1414 İB] | О 1 
车 用 数学 归纳 法 可 把 定理 5,4.5 推广 为 下 述 定理 。 | 
定理 5.4.7 iA, As, “+, A, ЖЕЛ n BT EE Hermite 矩阵 ， 则 有 
(Atd, tt A| ra A БА, Ан A] 
HSBE А,=С,В(т=1, 2, ++, ЮУ зу, С, 为 实数 ，B AHERE, 
GEH) 19495. 34 k- 2 时 ， 由 定理 5,4,5 知 结论 成 立 。 
设 不 超过 大 一 1 个 矩阵 时 定理 成 立 ， 下 面 讨论 在 个 矩阵 时 的 情况 。 
[A 
由 归纳 假设 知 i . 
JA + +4, ТА, а +A, 127% 
КЛ ЬЯ. H FEN # A,=d(A,T+ +А, 1), А, = С, BG], 2,9,1) М p 
э» Wg 4;=C,B(i=1, 2, **, k—1, ORo 1 


55.5 单纯 矩阵 偶 在 相似 下 的 标准 形 


本 市 讨论 两 个 单 总 矩阵 间 时 与 对 角 抢 阵 烛 似 的 问题 。 必 此 先 来 给 出 关于 两 个 可 交换 第 阵 
А. B(AB= 84) 的 核 、 值 域 、 不 变 子 空间 、 特 征 子 空间 之 间 的 关系 。 

定理 5.5.1 ЙА, BART n MERE, HAB=BA, W 

(1) BREA ATETZEN; Kz, 4 A BB 的 不 变 子 空间 。 

(2) 了 总 的 值 域 是 4 的 不 变 子 空间 ， 反 之 ,4 BERE 了 的 不 变 子 空间 。 

(3) 的 任何 特征 子 空间 是 和 4 的 不 变 子 空间 ， 反 之 ，4 的 任何 特征 子 定 间 是 的 不 变 
子 空间 。 | 

CGE) G) 设 号 的 核 为 

Ns={%|BX=0, үхє?} 


对 于 任何 %E 六 ss， 因为 4、83 是 可 交换 的 ， 所 以 有 
ВА=АВдх= 
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这 说 明 4xE М», WHE, N, ARRETAN. 
(2) W ВЫНА 
Мь={х|х= Ви, үпєў) 


对 于 任何 XE М, A 
Ax=ABu= BAy 


Яж -iu=vEV, 所 以 
Ах= Въє М, 


这 说 明 М, 是 4 的 不 变 子 空间 。 
(3) ШУ, 是 8 的 特征 值 4 所 对 应 的 特征 子 空间 ， 其 维 数 为 *,，4 所 对 应 的 线性 无 闫 
РАША Ж жү, Xa =s х, (б БАУ, 的 一 个 基 ) ， 任 取 苹 EY:， 即 


Ft 
u= DYN, Н. Bu= ди 


Ңң А, Ву 
BA = Ta ABX, = Su, ¿Bx = Au 
Hi Auck, RER 六 是 4 的 不 变 也 空间 。 j 
定理 5.5.2 RA. BAMA nE, В. ABs BA, W B 的 任何 特征 子 空间 中 都 有 
所 的 特征 向 量 ， 反 之 ， А 的 任何 特征 子 空间 中 都 有 5 的 特征 向 量 。 
(证 明 】 bk V, 是 了 的 特征 值 4 所 对 应 的 特征 子 空间 ， 所 对 亦 的 线性 无 关 的 特征 向 量 
DXi X, s, д, (ОЛЕШ V. 的 一 个 基 ) 。 巾 定理 5.5.1 知 ,是 4 的 不 变 子 空间 ， 


所 以 dx ЄЎ, Ж 


лк, Уук, (i=1l, 2, ea, тү) 2 C5-49) 
命 ; 
u= Saxe F, 
= 
аил А ПСР УТ 


Аи иы 
ВЛ 
"1 ri 
Уа, Ах =н Ула, х, 


imi 1=1 


把 式 (5-49) 代 人 上 式 得 
Dae x =n la x, 


移 项 得 Е | | 


jai isi 
因为 Eis Хуу өө, x, ,线性 无 关 ， 所 以 
了 | | . 
Dacss— Has=0 GSL, 2, e, Tr.) 
5 АН ВЕУ) 
(ба би с" б, үа ву ĉj 
Суз Caz Cea а» 
一 及 | š: 
бї, ба, titi в, Cni 
5%(5-60) НҢ (а,, Gs, y а, OERE 
(eri £ si б, 
(с Css Ce 
\с\,, з, АМ Cal 1 
的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 。 
REIA, ШЫ C 的 特征 值 4 相对 应 的 特征 向 量 (41，0;:，*“…，4,,)'" 便 能 得 到 在 
Уу А ЛЕА, mI EE С 来 说 ， 特 征 向 量 疙 起 存在 的 。 1 


推论 5.5.1 车 43=84， 则 人 与 8 至少 有 一 个 公共 的 特征 向 量 。 

推论 5.5.2 若 AB=84，41，4s,，*…，4。 是 扫 的 个 相 异 特征 信 ， WA 5 D sz zp 
有 个 线性 无 闫 的 公共 特征 向 量 。 | 

推 诊 5.5.3 车 43=34， 且 4 与 总 者 有 # 个 线性 无 关 的 丑 征 向 量 ， 则 二 的 任何 特征 
子 空间 中 都 有 B ШЫ А 相同 的 特征 向 量 。 

这 三 个 推论 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 。 

下 面 我 们 来 讨论 本 节 开 始 提 出 的 何 题 。 

定理 5.5.3 А, Вуж, ЛИЕВ С, Е 

-UF AU =діззба,, а, w G.) 


与 
Ой ВО Флав, bas е, ba) 、 


同时 成 立 的 充 要 条件 是 A= BA, 
(证 明 ) 必要 性 显然 。 现 证 充分 性 。 
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a 


$ . 
设 4 有 Y 个 相 蜡 特征 信 1, Ars s А.у 每 一 个 A HERA T А, 对 应 的 特征 向 
BAL, х0, 2 和 由 于 4 的 任何 一 个 峙 征 子 空间 都 是 8 的 不 变 子 空间 ， 所 以 


Bx ср (j=1, 2, +9, m) 


= 
因为 4 EERE ЕВН x O, s х1 是 标准 正 交 向 量 组 。 命 
X,= (кР, аб, ss Р 
б,=(с „я, 
不 难 验 证 下 列 二 式 是 成 立 的 
AX =A, X, (1=1, 2, 'Є, r) 
BX ,=X,G, . 


因为 X , {ЦЫ Ran БИЈЕ БШ, Ж 
XIAX,=AT,, 
ХЯВХ,=©, 
现在 证 明 G, 是 正规 的 。 根 据 定理 4,3.5 Жш, FEE Mq nPE ХОЖИВ, fir 
ё,.=ХїВЎ+Ү, WA 
Ü w 


G; 
вх охот охо | | | 
0 б. 


此 即 表 明 ВЫ] diag(Gi G BM, WR3ES[B 5.1.5 1, ав(С,, GOREA Я В, А. 
而 G, 是 * 阶 正规 矩阵 ， 它 能 与 对 角 和 矩阵 本 相似 。 妈 存在 酉 矩阵 Р, сп 阶 ) ， 使 得 


. б,Р{=Ё;А; 


ҖИР A, 为 44 BAER. 
命 


Ү,=Х,Е, (i=1, 2, =., f) 

р, Y, 的 n, 个 列 向 量 是 两 两 正 交 的 单位 列 向 量 。 因 此 ， EREU S=, Yao =s У Ж 
n 阶 丁 矩阵。 于 是 | 
| AU= (AY,, АҮ,, =, AY,) 

=(АХ,Ё,, AX Fas +=, АХ,Р,) 

=(A X, F, АКЕ, = А,Х,Р,) 

= (А.У, Аз» ww 4,Y,) 

= (У, Үз, +, Y,)diag(4 I, smo А.Г.) 
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=Udiag(a,, a, w 0) 

BU=(BY,, BY,, +, BY,) 
=(ВХ,Р,, ВХ,Е,, = BX P.) 
=(X,G, F, X,G,F,, =+, X,G,F,) 
=(X Fido Х.Р.да с", Х,Р,А,) 
=(Y,An Y:du +"› У.Д.) 
=(Y ,, Y,, ++, Y )diag( Ar +, Ap) 
=Udiag(b,, ba, =, b.) 


特此 ，4、3 能 同时 与 对 角 短 阵 相似 。 1 
定理 5.5.4 ИШКА, B JOAB TAI ARER, WEE п MARE Y, {65 
Y 1AY=diag(a,, Gg, =, G.) 
与 
Y- BY=diag(b,, ba, "=, Бу 


[НЕР ЛО ЭЕ ДЕДЕ AB= BA, 

GEH) 必要 性 显然 ， 现 证 充分 性 。 

设 4 有 * ARRENE A ArmA .每 一 个 4， 的 重 数 为 n ;对 应 的 特征 向 量 为 2 ， 
Ө, s жыр, 由 于 首 的 任何 一 个 特征 子 空间 都 是. 了 的 不 变 子 空间 ， 所 卫 


i бср? G=], 2, ey й{) 


kmi 


G, = (cfi axa; 
不 难 验证 下 列 二 式 成 立 
АХ,с=)д,Х, 
BX,=X,G, 
由 推论 5.5.3 3 B E А, ETZARA n RERE, ШЕШШ Б.5,1 ñb BEBAS E 
G, # n, 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 即 С, MESIA, AFE s, MARRE Р,, 
GPi=PiAds 
Hp л, а, ЕЕ, Жат 
Y,=X,P, (i=l, 2, ==, r) 
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ARER т ЕЕ 
Y=(F,, Y,, "=; Y,) 


AY=Ydiag(a,, dss = @,) 
BY =Ydiag(5b,, b Ы: b, 


5-1 ЖАТТА, ШЕН] АТА 1п АА” 有 相同 的 特征 慎 。 
5-2 А. BHA ERER, Н АВ = BA, W AB 5 BA 3935 n BrE НЕЕ, 
НЕЕ С. 1, A5 是 正规 矩阵 。 ， 
5-3 п ЕШ ПАНЕ ЧЕНЕ А. ‚ EË 
《1) A=A tida 
(2) A =A, (121, 2) 
(3) АЛ, =A, A, 
5-4 e B SEARRE А ананан лаар B, Eg BA, Др К Ж 
TAERA. 
5-5 H АЖ ПЕШ , а. 0 均 为 复数 ， 则 A+ AE 是 正规 矩阵 。 
5-6 АЖ» ТЕЕ, R А=4!, Ш A= AF, 
5-7 ж А=—АН, ЩЩ=(А-1)(А—1у71 Б. 
5-8 ШЇ пр, BUITE, MAUL ОФ E АН = — A, 
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第 六 章 DEM ME 


泊 分 解 是 措 阵 理论 及 应 用 中 常用 的 方法 。 将 一 个 算 阵 分 解 为 比较 简单 的 或 牲 冉 比 较 热 
悉 的 另 一 些 抢 降 的 达 积 或 和 ， 往 桩 会 使 对 这 个 被 分 解 的 拒 降 的 讨论 和 计算 比较 方便 。 
在 前 面 各 谤 的 讨论 中 ， 对 元 种 重要 拒 阵 标准 形 的 讨论 实际 上 也 是 一 种 分 解 。 
ИТНИ АЛЕЯ СОКА ОРЛИ). EADE, TAAT, UDM 
ЗЕЯ | 


86.1 FENER 三 角 分 解 


ВИЕ ОМОК 分 解 或 QR 分解 。 在 了 4,3 节 中 ， 曾 运 H Schmidt E ZE 
NREM TREENI UR OR ОЛ) # Ет OEM 1.5.2 ЖЕН 4.5.1) вте 
三 角 分解 定 理 推广 到 列 注 秩 或 行 满 秩 的 长 方 阵 。 
定义 6.1.1 设 4 为 ax ! 复 符 阵 ， 如 果 rank(4) 一 1 ， 则 称 4 为 列 汶 秩 ， 记 为 4EC3> 5 
Зп rank(4) п, ДЯК АРЕ, BAAC, | 
为 了 下 文 俩 述 方便 起 见 ， 我 们 用 Ux! ЖЕШ) LAMA EZH ДА ЕН КЕЙИБЕ 
的 集合 ; БАТ! 表示 以 ?个 两 两 正 交 的 单位 向 量 为 行 组 成 的 矩阵 的 集合 。 
定理 6.1.1 设 4EC?*'， 则 存在 ОСОР 和 满 秩 的 工 阶 正 线 上 三 角 复 BE 阵 R, E 
~ A=QR и ‹ 6-1) 
并 且 分 解 式 66-1) 是 唯一 的 。 
(证 明 】 ”因为 4 是 列 清 秩 的 ， 所 以 对 于 任何 1 维 列 向 是 xx0， 都 有 4xs0。 因 此 
xH AH A= (AXLA уз> 0 
这 表示 АЗА ЛЕХ Hermite җн, 于 是 存在 唯一 的 1 PER E= iB R, 使 得 
AnA= = RER 
令 Q=AR EC”, NI 
Q#Q= R'HARAR 1= RAIRIRR lI, 
上 式 表明 @ 的 上 个 列 向 量 是 两 两 正 交 的 单位 向 是， 日 有 
A= QR | 
ТЕШЕН ЛЕОНЕ В, 
车 还 有 分 解 式 ASQ: R, N 
АНА = RIR = RER 
因为 正定 Hermite 886 АЛА 的 三 角 分 解 是 哈 一 的 ， 所 以 有 
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"aan тА сол тирне е KAHA a стае s 


RE= Р; 


于 是 Q= 0, Т 
定理 6.1.2 WACC, Ш Q CU! 和 满 牧 的 4 阶 正 线 下 三 角 复 矩阵 上， 使 得 


A=LIQ ` (6-2) 
HEDRA ( 6-2 ) 是 唯一 的 。. | 
(证 明 }】 由 定理 6.1. 1 的 证 明知 44 是 # 阶 正定 的 Hermite Rk, 于 是 存在 唯一 的 ? 
MERTA L, EAR 
LL#= АКА 


А Q=L AEC", BH 
QQ =I, 
于 是 ,他 的 ?个 行 向 县 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 。 
叭 一 性 的 证 明 与 定理 6.1.1 类 似 。 | ] 


对 于 行 满 铁 揭 长 方 阵 ， 也 有 类 似 结论 。 
定理 6.1.8 ACC, ШЕ QECI 和 注 秩 的 " 阶 正 线 下 三 角 矩 阵 工 ， 使 得 


A=. LQ (6-3) 
并 且 分 解 式 (6-3) 是 唯一 的 ， 叉 存在 CUP! 和 满 佚 的 IB ES ЕНЕ R, Et 
. A=Q, R (6-4) 


并 且 分 解 式 (6-4) 是 唯一 的 。 


S6.2 ЖЕЕ. 


在 第 三 章 中 , 已 知 正定 的 Hermite # ЖА 可 以 分 解 成 两 个 三 角 目 上阵 的 乘积 А=11", 
W РН НЕО у, 

Gauss Нло Ах = у бу, MERRTE A y E R A= LR, 3 
ФХР РЕ, Б Һ=Ж®@ — А, ХЕШ ВЕЛЕ НЕ, Иш, WD R++ 
РЯ EE, MI | 

A=LR=LD D R=} 
L. WET, LIAERE, 
定理 6.2.1 AECI, ША арр — Н) 


A= үр (6-5) 
HERRE 4 ЕЧ 
| dig йү, же йу, 
Gat Gg, "+ йук 


A= %0 (k= 1,2,1, ny 
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其 中 也 为 主 对 角 线 元 素 全 是 1 的 下 三 角 矩 阵 СИЕ), R 2 L= ЖЖЖ, 
(WEH) É A= FR, WJ | | 


Anr А, Lir 0 | | 

И МЕН Газ Ё Raz 
其 中 411 Ak BERE, 4 A ao АНЕ, Li L,, ЭЖЕ, C-D En 单位 下 三 角 
BE; Riu, Ra DAA k. (п-к) 阶 单位 上 三 角 和 矩阵 。 于 是 有 


Aii—= LiiRir 
PARITARE 
detÀ,,=Ax=detL i detR i =detB,;, 
sie Ё жаз се ria) 
R— Fa ran 
1 
` т Е 
WA А атру agter (k= 1,2,1, —1) 


Ana = det R =f зз, 
АРЕ, 所 以 А.ж 0, Стал, Fazy "y Yas 爹 不 为 零 ， 因此 
Дат agre O (k=l, 2pm n— 1) 


现 用 归纳 法 证 明 充 分 性 。 
当 4 的 阶 数 为 1 时 结论 显然 成 立 。 设 4 的 阶 数 为 4 一 1 ЖЮ (06-5), В А 2)" 
БРЕ, ЖАТЫЕ А . 


因为 A, == 0 (k=1,2,=-,n—1) 
Ж A... nlir, HI A 有 意义 ， 所 以 


Іл 0 11 и В | 
А== 
– а Аі, 1 ~ а Аі, І La kan 
А„- В 
р 0 a Аі, 


WE I,i | 月 | 
A= 
: У 1 0 a,,—aA;1, 


一 153 一 


ЕЕ ДЕДЫ 
faam R R, 
得 = |“ В | 
аЛ! 1} 0 а, аА, 
| НИ оү: 01R Тл*'й 
-| |, | салыр) 
-| Za [кке | | 
айт, 100 a,.—aA1,.B 
=R 
其 中 | Li 0 | 
£= 
a Agt ТА |) 
» {Rr 278 | 
(0 а„„—тАу:,й 
L 5 RE 分 别 为 单位 下 三 角 和 矩阵 与 二 三 人 用 矩阵。 最 后 证 明 分 解 是 唯一 的 。 和 车 
А={,й= дл Р, 
NI £u: Р В, R) (6-6) 


因为 Li P 53k yr F= АЯН, Wi RRO ЕЛИНЕ, HHH 06-6) 得 
ІВ, R=] 


斯 以 fa = L, R i= R 
推论 6.2.1 RACC, MUA зарру 
A= LB 


的 充 要 条 件 是 4 ЫЛЕ ФК 


01р 8р ee 21, 


арр ra += арр 


其 电工 为 下 三 角 些 阵 ， 竞 为 主 对 角 线 元 素 全 是 工 的 上 三 角 和 矩阵 ( 简称 单位 上 三 角 和 矩阵 》。 
证 明 作 为 练习 留 苔 读者 。 
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定理 6.2.2 ШАЄС Т", ША INE Hh ДЕ ОЛ 
HEERA А И 8 tF EN А, 0 = 1,2, n= 1), 其 中 工 , 正 分别 是 有 单位 下 .上 . 
э нж, D жї an EBE, 

(证明 】 由 定理 6.2,1 的 证 明知 道 ， 在 “一 7 有 р Р эра 全 不 :为 


Yi fiz Tia) 
Y zaal 
一 | 
| 
ГА 
! 1 Tis ri 
її ` Yit Тї 
i | 
| . | 
Е тур | | 1 Sa 
= | || 2% 
: 1 
| | 
`. Yaa “Í i 
` 1 ; 
=DF 
其 中 一 AAS Сі 1,2,9), DARAM, 8 R ЕЕ Е. АА Б 
三 角 分 解闷 (6-5) 是 瞧 一 的 ， 所 以 式 (6-7) 也 是 唯一 的 。 | 1 


yÇ 6-5) ЖАРАЙ LRS, xÇ (6-7) 称 为 4 的 LDE 分解 

定理 6.2,3 设 4 为 2 阶 算 阵 ， 且 冯 的 所 有 前 ?一 1 个 题 序 主子 式 均 可 道 ， 则 4 тр 
一 地 分 解 成 

(1) А= ў, #detA=ñ. Шу„=й, 

(2) A=1DR, Фасле р, фй,= б, 

(8) А=1Ё, Ж Чеел=0, [[„„=0„ Е 
Ep Z= сі, ,), R=) 分 别 为 单位 下 、 EZR; L= (1, y, R= (r. ) 分 别 为 下 、 
L= RR D=diag(d i ,ds ,ds)。 

[证明 】 (1) FAF 
ла в | 
| 
| 


пп у 


‚_ Í 
А 


є @ 
其 中 4。: Жл-1 ЛИШ, ОБ АЕА PR35032, H det 4，, 失 0 ， 册 定理 6.2.1 
п, А, 可 以 唯一 地 分 解 成 

| Å= Fi R, 
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式 中 Та 是 n— 1 Br š (£ к=н, R, Ал—1Ю ZAER, L Б R: рій, 
命 L 0 
1- aaa. Їл | 
ë Li'B 
LO е,,-а41, В) 
ЖЖ ЖЕШ E A n лї РЕВЕ, Кёл ЕНЕ, Б 
\ A= LR 
ПЕ ЕАО ВЕ. # 
A=1'h! 
是 4 的 另 一 种 三 角 分 解 。 将 了 了! 与 怀 ' 写成 分 所 矩阵 为 


Ё» 0 
L'= 
«А, Ëa 1 


(R, EFB 
r=] | 
10 aae aA 8 


于 是 | ДА "| їл:В 
а А1, Тл 1 lo а,.. —a A, ‚ү 
| Ka "| Із В | 
Дад, р. ijo а, аа, в 
Ве Е tt 
L: Ri=L, R, 
HT Ro Da, R i, E, Вр нр Е, ВТ 
Li! L =R, В, 


АВА КЕЛИН, ЖИЛЕ L= jaEBE, ИЕ 
Li: Li=R, R =l 

即 а=, Ri=R, 

于 是 了 R= R! 


最 后 ， 若 det4= 0, HT i, А.а, B. Z 33 F= E BE, PF nj mr, н 
Че = 0, Fir, = 0, 

C2) ñrdi=r ¿i , WRD, #detA=0, EA d.=v..= 0, 

C3) 与 (1) 的 证 明 类 似 。 1 
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定理 6.2.4 FASA, H. Арт 1 АЕА, WA TJ ELE —И 3 
A= LD үа (6-8) 
Җир D=diagtl ‚4 ,+=,1„), di € RÇi=1,2,.. ny, f ЭМ FEAE. 
(证 明 ) 由 定理 6.2.3 4R 
A~L DE 
芒 中 六 、 名 分 别 为 单位 下 、 上 三 角 和 矩阵 。 由 A=4" 得 
А=ї D R= "Юнун 
Љу НЕЕ ЕЯ, АЫ Z2 均 是 单位 上 三 角 逢 阵 ， 所 以 根据 矩阵 LDR 分 
解 的 唯一 性 得 
=", Бер, diER 
INE А=р рн 2 
推论 6.2.2 车 4 一 47， 且 本 是 正定 的 ， 记 也 可 以 唯一 地 分 解 成 
А=11л | (6-9 ) 
ЕВС fis BE RRE 4.6.7), 
с (ШЕЙ) 由 定理 6.2.4 知 


A=) D р" 
qq A ДШ ЕЕ Tp; 、 
Ак=Ф: dry d, > 0 (k= 1,2,*= n) 
ж Di=disgCVd: ‚ Vd, p = М, ) 
L=LD, 


ПЖ, ЕЕЕ F Z fat, B.D=Di, Wik 
A=kD yz= рү р Dy рн LL" 


上 述 表 达 式 的 唯一 性 是 显然 的 。 1 


86.3 ERARA 


ЭБЕ SF SE ТА ЖЕРЕБЕ ЕРИСИ ЦН e Б НОН Р-У ЖЫР. 本 节 介 
绍 矩 阵 的 奇异 值 、 性 质 以 及 矩阵 按 奇 异 值 的 分 解 。 
命题 6.3.1 设 A4eC"*， 则 


rank( ААНу= гапКк( АН А) = rank A (С 6-10) 


(证 明 】 Ж x RAE Ax==0 的 非 零 解 ， 则 | 
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站 


xE А" Ax= g 
FE (Ах) (Ах) = 0 
19 Ах= 0 


这 说 明 x 也 是 4x#=0 КАЕМ. Б, Ex E Ах= 0 йун Л, Ж ja Ба Иля 8. 
BEF. ВЕЈН Аах ORRERI Лас 0 的 相等 ， 即 


rankA= rank. 4# А 
于 十 也 有 
тапКА = гарк At = rank AA" . 1 
16.5.2 EE ACCA, АНА ы ДАН Hye ESE Hermitre BEBE, 
ПЕ) 由 | 
(ABAYE = Ан А, с4.Анун ААН 


知 AHA, ДАН 158 Hormite ЮЖ, 


因为 对 于 任何 x 部 有 
(Ахун! AX) O, (Анжу (Ачу 0 
所 以 АЛА, AA 都 是 半 正 定 的 。 1 


RACC, АМАЛЫ АЛА DPEN НЫ ПШ, (ЛЕГИН БЫШ ›, HEAR 
АРА ДЕНО Р А, H AKT, БЕШ 
АЛЯ МЫҢ дада 
АНА ИЗЕП HB mh Da Пт >Н, == É = 
ECT 


"4. > Ауу == À, == Ө 


定理 6.3.1 RAE он 
4.= i > 0 (i=1,2, = 71 
CED x E ЛАН RTI IEA ;的 特征 向 其 ， 即 
AA ж 


misk Atsat, A ER ЕЗЕР 
АНААП х= },АНж 

这 表明 Ане 是 矩阵 АНА ж} рр ШЕН А, RE Өр, 于 是 ДА" йа ПАНЫ И 
АВА МН, ШШ, АЗА 的 人 金 部 特征 值 也 必 是 442 ЛЕН, ` 

设 Xi, Xa, +", БИ ААН 对 应 于 特征 值 4 三 0 的 ?个 线性 无 关 的 特征 向 Ж, HH 
ЬН а А, AEX, 6, ATA, Ж НЕ АРА ЕУР А 的 ?个 特征 向 量 , 现在 
ЖЕН АН, “=, .of М.Ф э КЕЗЕЙ, a > E, 

5 CIR 
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Jj Ale, ATX +6 с, ATE 


于 是 | | CiAANX + me A ATN = 
所 以 AleX ese, x ,)=0 
由 于 A30, # 


cCiX t CX, T ee, х= 
因为 х:, Xa, s, %, REER, AA 
| с=с дс 0 
ЖЕП Анх, Анх, .... Анх, 线性 无 关 。 


因为 44z 与 Ан А 的 代数 重 算 诬 等 于 几何 重复 Re, ВД лоо, ХА" рур АМЕ 
值 也 必 是 АНА р BRE Reb, АРА p ВНЫН н ДАН B b 3k НА, 


HE 
A= B, (i= 1,2,1,7) 


根据 定理 6.3.1 我 们 可 以 引进 奇异 值 定义 。 
定义 6.3.1 设 4EcCrx，44 的 正 特征 值 为 4,，4x4 的 正 特征 值 为 上 ， 称 


ai 一 一 (11,02,66, у) (8-11) 
TAHERA, HARRA. . 
命题 6.3.3 4 与 A 有 相 则 的 正 咨 异 信 。 
证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 | 
76.2.2 ЖЛ, BEC, тт m DYE SERIE U ЛП п» tE V, t 
B=U AF ( 86-12) 


EHA 5; B ЖҮР ТЇЙ, 
定理 6.3.2 AS BDP MA + В aR EHE 


ОЕ) 因为 
B=U AV 

所 以 DBE B= үн А р” AF == VË AH ду 
ИП АНА 与 了 8 ни, ВЕТА ВЕЕ, Ж ЧИ ОУ 5.3. 1 知 ， А 5 В 有 相同 的 正 柯 
FE. 1 

HEERA, — J ЛЕШЕ ИИ УА, Ена RRNA T 
面 的 定理 

定理 6.8.3 Ш АСС", араз mema, R А [йр ЧЕКИШ, MI # m AAE 
Е СПЕ ЕНЕ У, 0 | 

_ о пндушр 
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unas sr 


A 0 
ЖЕ s= | | 
0 0 


л=Фав(д1›дзу-°›д,), 5: ЖЯ, B |8;1= ai。 
(证 明 ) WA ААН 为 正规 矩阵 ， 所 以 存在 m РЕВЕ U, EA 


ааа. ° |с}, ө, 02, O, =, 0) 
0 O 
(6-13 Y 
记 U= (i se 2. X. ууун ХШ) _ 
=U, U,) f 

其 中 一 人 
RAA (6-13) 得 

UaU AAU, U) 

=@й1ар(ої,ө,а?, 0 +, 0) 

Е ЬЯ, Ж 

ИҢ ААН |=йїавбСа?! + a2)= АЗ ААН (6-14) 

ОАА, = 0 С (6-15) 
由 式 (8-15), Ж 

CAFU FCA" U, = 0 
m AEU, =0 或 Ui A=0 ( 6-16) 
+ V AAU, Ae Cs (6-17) 
И] VaV =A TUH ДАН, A" 
把 式 (6-14) RAER, 得 

VIV =A ДАН АТН= 了。 
У, EUT, MARE V ED s-r, ER 

下 一 人 FF EU 
《参阅 定理 4.3.5 ) 。 因 此 

| 0=V#V,=A` ОРАТ, 
或 йн АУ ,= 0 (6-187 
тж Un -| je У,у 
Uš 
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U#AV, ИН АУ, 
ОН АУ, ОЗАТ, 
RE (6-16), (8-17) 5 (6-18) B 


ОНА А0, A” 0 
Us AV= | 
ü G 
再 由 式 6-14) 便 得 
А Ü 
0 ө | 


推论 6.3.1 mxn A5 В ИОА А 5 B TO ЕЗЕШ. 

证 明 作为 练习 留 给 读者 。 | | 

定理 6.3.4 ACC, а, as "s а, Ж Á E Н, FERIRE 
r= 1=min(m,ny, ША U, EU", FEU, 使得 


A O 
ОЗ АҮ, = €C! ( 6-19 ) 
0 0 | 


其 中 A= іа (31, дз, ey 6,), ð; 为 复数 ， Н, |д;|=а,, 特别 地 ， Ж I=r, pij 
ОТАУ, = А=іав(д1, дру "e, r) 
[证 明 】 由 定理 6.3.3 知 ， 存 在 UEU”*",， VEU"**， 合 得 


A=U рүн 
设 U= (i yl чэн)», V=(y u, a Ua) 
ш A= 5 душ, VE 
对 于 任何 满足 
т [< min(m,n) 
BEY% І, ја 


U= (uista pepu СО". 
V ,= (01,0, ‚өл, CEUs™! 


HEr i>i 58 = 0, 所 以 iz r 时 有 


; | 
A= Уу dru VI=U, DV ( 6-20) 


式 中 


A о} 
D ,一 ЄС: 
о o} 


由 式 C6-20) 得 
UrAV,=D, 
当 ! 一 "> 时， 显然 有 
UZAV, =D, =A ] 
推论 6.3.2 AECT”, бїз, oy +y a, Ж АҢ EHRE, 则 存在 EC 
V EU"*"， 使 得 | | 


A O | 
ин AV= ERa» (6-21) 
0 0 | 


其 中 Аж=Чй!ав(@у,@„+өн,а,у, GET Шет» ше О > (у „ 

式 66-21) ЖНА ИМИЛИ, ik UDV 分 解 。 

6.3.3 ACRI, a раа, Ж À B E #р Й, Ж # ТЕПЕ ЗЕН B£ 
PeEnx=, ОсЕ*х*, 使 得 


_ A O 
P? A Q= € pass (6-22) 
450 0 


ДОВ А = азба, gy z.) 


作为 推论 6.3.2 的 一 个 推广 ， 我 们 介绍 如 下 定理 。 
定理 8.3.,5 设 4ECr*"， 则 存在 PECs**，QECs**， 使 得 


1 0 

P А Q= | | (6-23 ) 
о 0 

ТЕЗЕ РАНЕ ВЕ Е АЗЕД .应 用 推论 8.3.2 很 容易 证 明 式 (6-23) 。 

根据 式 《6-23) 可 得 


араб ° \о-: 
|o. а) 


(z, 
=] (1,,0 l. Q! 
©, 


= ВСІ (6-24) 
Щз 1 


s-r 
б 


| єс 


Cr=(1I,, 0 ] ,xn Q5! ЄС 
ШОВ, CHAAAR ER. K (5-24) КИНЕ А И}. 
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86.4 HERRIA 


我 们 知道 ， 任 何 一 个 非 零 的 复数 z 总 可 以 写成 
| z=D(cos a+ i sina) -€ 6-25 ) 


的 形式 ， 式 中 о> 0 是 z 的 核 ( 或 称 极 径 )，a E z а, iz 写成 这 料 的 形式 是 唯一 
BU, JEF AS y. E Ea A Ep E BE, WI p Ж—ОЕЖ Hermite $ EE, 
соз a-ti sina 是 一 阶 酉 矩阵 。 我 们 称 式 (8-25) 为 一 阶 复 算 降 的 极 分 解 。 这 节 把 被 分 解 的 
观念 推广 到 -一 般 给 阵 。 | 

定理 6.4.1 RACE, ШТЕТЕ ЧЕ U CU "К" 与 两 个 正定 Hermite ЖЕ Hi, 
H., ER 

A=Ħ,U=UH, | ( 8-26) 

其 这 样 的 分 解 式 是 唯一 的 。 

分 解 式 56-26) RAEM 4 的 极 分 解 。 


证明】 因为 4 是 满 秩 的 ， 所 以 АА 是 正定 Hermite ре, 于 是 存在 唯一 的 正定 
Hermite ЖЕ H., pf 


А#А= H: 
` АШ (АНТ УНАН) Нү"АН А Ну =l 
REI AHT Ë n НЕ, ШО 
АН =| 
故 A=UH, 
x A=UH,=UR,UzU 


=(UH ,UzyU= H ,U 


Жү H =U H, Ur, BA Н, 是 正定 Hermite Ж, 
现 证 分 解 式 是 唯一 的 。 设 


А=Н U=fR, 0 
& Н.=В.00" 
从 而 Нїа=Н,НЕ= НД UFU рн 01-8 
因此 O H=, 0-0 | 1 
推论 6.4.1 设 AERs**，, 则 存在 正 交 和 矩阵 Q 与 两 个 正定 实 对 称 和 矩阵 Н, Н,, 使 得 
А=Н,О=0Н, 
其 分 解 式 是 唯一 的 。 
推论 6.4.2 I AC Сї", ИТЕН О, Un EA 
UTAU,.=diag(a,, G, s G.) С 6-27) 
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a 


其 中 аза, Iena, > 0 ЖА B n 4 ES {ШШ 
(ТЕЙ) 出 定 理 6.4.1 知 ， 存 在 本 矩阵 U 5ER Н, W 


A=UR, Н: ABA ( 6-28) 
ШЫ H 是 正定 Hermite ВЕ, BEL fam RE U EA 
H =U , diagtal ye эв) ( 6-29) 


其 中 ci， "e, Ga ЖН Pnr ЕЕЕ, ` 即 是 À 的 个 正 奇异 值 。 
把 式 (6-29) Җ A (6-28) 得 


А= U ,diag(a;, =, a yU 
fr U,=U U, 0, ERER, RALAN 
A=U,diag(a, pes, a UT 
m UAU, = дарбаза.) 了 
显然 推论 6.4.2 是 推论 6.3.2 的 特殊 情况 。 
推论 6.4-3 设 4ERi， 则 存在 正 交 矩阵 Q AQ, ER 
| О: А 0, =іар(а,,..,а,) (6-30). 
其 中 align 荐 4 的 2 个 正 奇 异 值 。 


定理 6.4.2 WACC, WEAR U 与 两 个 半 正 定 Hermite E BE H, S H,, 
使 得 
A=H,U=U H, ( 6-31) 
H Нї=АА#, Нї= АНА, 
CER) 由 推论 6.3.2 41, FEBER U, U, 9 


G, 


Дн ati, а?„е,а1 E А п ХУНА, 0 caesa E 


a 
4= of ' | y (U, U,) 
Aa 
| . a, . 
=(U, U, UF э, U,) (6-32 > 
Aa ' 
a 
жа aouf. be 
` ñ с 
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@, > . ` С, 
H,=U}] ` U, i 
ак 


U=U, U, ; 
MI ` A=H,U=UH, 


其 中 五 ,、 H, BRER Hermite Pk, U ÆRA 
根据 式 (6-38) 可 得 


е. 
AAU] “HS 
ai . 


а? 


1 
а-о 


MAH, Н, ж—, 1 
AEREE, Hi, Н, БЫ 必 相 应 的 改变 ， wan trapastiEx, 


$6.5 ТҮГҮ 


由 定理 1.7.1 30, nR RERA п ЛУ МЕХ: ЭСЕКЕ. 
设 41， Ans +y Å n Ж А Ёз n ЕНЕ, Xi, Ngy -rey х. 是 4 的 1 个 线性 无关 的 等 
ШЕ Ж, H Ax,= À, %, (1=1,2,+=+,%), ШО 


Р-(х,, Xa, w, X, | € 6-33 > 


A= Аг Я ( 8-34) 
1.) 
Е” A= PAP: | | «6-35 ) 
把 式 (6-35) 两 端 取 转 置 得 | О Е 
Ат (Рт)! (Рт | : Е (6-36 ) 


这 表明 АТ 也 与 对 角 和 矩阵 相似 。 因 此 ， 设 yr Ya m, у АТУ 的 2 个 线性 无 关 的 特征 向 
ж, ШШ ` М 


ATyi=Adsy bo) з (6-37) 
把 式 〈6-37) 两 端 取 转 置 得 | 
| ут 4= 4; УТ (а=) © 06-38) 


根据 式 (6-38)， 我 们 称 УТ 是 4 的 左 特征 问 量 ， 称 x， 是 4 的 碳 特 征 向 量 。 根 据 式 (6-36 》 
一 地 3 一 


(y, y; y y a)= (PTy-1—(P-1yr 
把 式 (6-39) ИЙЕ Sa 
yi 
p-1= 
y; 
RA PP =P! Р-І R 


Ж Вр х. угт, УТА, УЧЕТ 
Yi X= ð Ci p=1,2, ==. ,n) 


或 (6-42) 表明 炬 阵 А ЙЛ РОСА БУКЕ ЫР ЖЕ ТЕ 2: , 
把 式 (6-33) 与 式 (6-40) 代 人 式 (6-35) 得 


д. ` (y: | 


A=(X Eagt Ca) э. : | 
| А, vy; 


Д UTA, X, yl. ЛАХ YT 


@ б,=хуї 
И к 
: A= >, 4G, 


A (6-44) 称 为 单纯 矩阵 的 谱 分 解 。 


( 6-39) 


€ 6-40) 


( 6-41) 


( 6-42) 


(6-43 ) 


С 6-44) 


EAA r AHRR Ao Да, ms Ae IAT А, ВУСНАЕ E 向 量 为 
хі, хі, *, хі» 去 特征 向 量 为 oD, (ylyr, “*, (yi), КАЖ 6-44) 49 


А= > а, 2 х{‹у р = >, А; Е, 
f= im . ñ 


k= 


其 中 


Е,= У) хібу)" 
іж 4 
(ур? 
=(x!, хі, "ta хі). Н 
О (ут 
HEA (6-41) 得 
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(68-45) 


С 6-46) 


у) E, =I 


jai 


由 式 (6-42) 得 
Е}=Е, 
Е,Е,~ 0 (isj) 
现在 可 以 介绍 谱 分解 的 主要 结论 。 


定理 6.5.1 ША аА, A Д, е, A EAr ЛЫ Я НК, ША 


(1) A= $уА,Е,` 


' =i 
(2) Ej=E,, (}=1›,2,+=,?) 
(83) E, Е,= 0 CESP is J=1,2y== r) 
(а) УЕ, Т 


(5) 精 足 上 述 四 条 性 质 的 Е,С)=1›,2, =s ry 是 唯一 确定 竟 。 
(6) rank 五 ;一 Gy (ў=1,2,+е›,т) 


GED 《1) 一 (4) NEBE MEO. ЕН А (1)-(4) 但 与 8, 不 同 的 
P, 存在 ， 则 


Е, 4-05) А; F,)=2, E, 


-(> À, E,)E,=4 Ë, 


类 似 地 ， 
` ËB A= AB = А, Ë, 

8 Е,(А Ё,у=Е,(А, В) А, E, Е, 
(Е, AD = 4, Е, В, 

ЕЗ : 
Да), Ва ` 

Шча 
Е, #,= 0 

FË 


В,=Е,1=Е,У) p,=E, B, 


k= 
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> wai saam nona ӨЛ ан) nar шшс мече Can awan а 5 maa 


-(5 BB.) B18 = z, 


k=1 
ЖЕ} (59158, 
RAHM (6). HA (6-46) Яп, Е, nxa, MO E gjixz 上 矩阵 之 积 ， 所 以 
© rakE, <а; (j=1,2,=*,T) (8-47) 
又 由 性 质 (D я, | 
rank Т=п= У) а, «У rank Z, ( 6-48 ) 
=L. ist 


综合 式 (8-47) 与 式 (6-48) 得 
а,=гапК E, {}=1,2,е+,т) 
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第 七 章 范 数 测度 


我 们 知 遵 ， 对 于 实 煌 和 复数 ， 由 于 定义 了 它们 的 绝对 值 ( 模 ) ， 可 用 多 来 表示 其 大 小 而 
带 来 许多 方便 。 把 这 种 单个 数 的 模 的 概念 推广 到 向 量 和 起 降 ， 引 入 在 菜 种 意 名 上 表示 其 “天 
Б” а, kaa Siak (BEANE 4 大 小 ? 63 ) Деш НЕЙ Ж REER “大 小 ? 的 
量 ) 。 向 是 范 数 和 把 降 范 数 在 把 阵 分 析 中 占有 得 要 的 地 位 。 

本 音 讨 论 前 内 容 是 ， 向 量 范 数 ， 拒 阵 范 数 和 矩阵 测度 。 


$71 ШЕ Ж 


先 来 讨论 两 个 例子 。 | | 
BLT.1.1 我 们 知道 ， 平 面向 量 一 4 十 5 了 的 神 是 用 量 Warz 填 bz w% А Ж. ап Ж Н 
Ix] 来 表示 x АВ, WA |x | 具有 下 面 三 条 性 质 : 
а) #550, ШО х>0; 4 x=0 FF, Ж [х|=0„ 
(2) Ш = ТЕ а, 天 为 任意 实数 。 
D 对 于 任 闪 平面 向 量 xA y， 有 三 角 不 等 式 
[а уау 
Ф т.1.2 HERE AN A, п ERREZA PARARE 
EELE FES 27 
这 样 定义 的 而 也 具有 下 面 三 条 性质 : 
(1) Ж хао, HD 11220, l61=0, 
(2) 对 任意 实数 上 和 任 六 向 量 x, # 
[#җх = |&| [| х] 
(3) HEERE x fH y, # 
{х-„у]|х[-+Е[у[ 


对 于 一 般 的 线性 空间 ， 引 入 满足 上 述 三 条 性 质 的 纯 量 或 函数 ) ， 用 它 来 描述 商量 的 大 
小 ， 并 称 之 为 范 数 。 

定义 7.1.1 设 请 为 一 数 域 ,7 是 于 的 线性 空间 ,对 YxEF， 用 [хх 表示 按照 某 个 
守则 确定 的 与 x 对 应 的 实数 ， 且 满足 

(1) ЧЕ ДМ. хаб, 1120, ЖухЄУ,, 101=0. 

(2) ЭЕ. 1811010, Ж үхєў, ker, 

(3) ZJ, [х+у<[х|+]у|, Ж yx, yEF, 
ШЕ [1 为 向 量 x 的 范 数 。 

为 了 下 面 讨论 的 需要 ， 先 米 证 明 两 个 重要 的 不 等 式 。 


一 175 一 


Hšlder 不 等 式 ikp>1, g=p/(b—1), W 
. LENEE VE 1/4 | 
„>< ` гр. b: (7-1 
Dab (Ft) (Хи) ) 
其 中 а, 6,20, , | | 
(ШИП) 先 来 证 明 ， 如 果 u, 均 非 负 ， 则 总 有 


и. vt 
一 小 一 一 
ий + 1 (7-2) 


ЗЕ о-и: 
不 失 一 艇 性 ， 考 虑 如 图 7-1 所 示 的 图 形 。 


4 S,= Kusi 
: P 
5 = Гуа ( 1 м) I 
? ' p—i 
= ly l. 
g 


而 Si FS,2uu, B 36336 v= 时 成 立 。 于 是 


н? ЯЫ 
ра 


HUE 


кн (и) (би) 


| Sr b <l i Ф| 
b р а? 4 bt 
1 aef 1 bi 
Bo аһ 0-4-0) 
" * L. 
= 1 +f 1 
于 是 Zb <a( п TS SAKIT Уи) 
1 1 
=) 
` =gh 
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#т?р=4=2, RAA 01-1), 有 


X>, РД VD | (7-3 > 


я 
便 得 到 积分 形式 的 Holder REA: 
[сокбой Орау (| ey ак)" (7-4) 
Minkowski KER HEt Ж 
(5, +» (е, (ьа) (7-5) 
GEH) а-ро) КАТЯ | и | 
ажы = Ble th lle +, 


有 ЎМа, +0, пЭы 


ўш 


«Уа, llaa+b УЬ, Па, tol 
由 Hš1der 不 等 式 ,得 
>u, +, < (Za, "у" (Bt +b, y: š 


у (Жие ays 
[0 рие? [7 "О; іа, +b, н) 


жан (ау) (270 р)” ; 
由 Minkowski 不 等 式 ， 我 们 可 以 引信 人 常用 的 所 谓 p- k br, ` | 
ЖЕЎ 7.1.2 ENEZ, apen) HEE tl, ЖЖЖ 

(ua) | (7-6) 


ial 


ХПА x hy b- 范 数 ， 记 作 Ix1,。 
Bin, Ix], 满 是 非 负 性 和 齐 次 性 条 件 。 由 式 (1-5 ХЖ Танура, +1Їу{,, В 


й, ixi ЕТО АНЕ. 
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常用 的 t- 范 数 有 下 面 三 种 ， 


{хз = jt el tet, 
(2) [xl,， 即 2 二 2， 这 就 是 例 7.1.2 中 定义 的 欧 氏 空间 中 的 疝 量 范 数 ， 称 为 欧 氏 学 
(3) [ж], BHH 
а= limlxl, 
=lim = (|a; +e 1,1097 
命题 7.1.1 læ]. == тах, | 
GEH) 4 amaxlzi， 则 


y ae (i 


其 中 月 ,一 |< (i=1,2,% ,1) 
于 是 Is (D11) (а) а(н)" 
在 bi BaB. ЕРИ, É 

«(в T 


7251 


因为 йш! / +1, й 
tia (оа У 
因此 Гаї. = тж}, = а паха, | | 1 


57,2 ЖКН ИЕ 
在 一 个 有 限 维 线性 空间 中 ， 可 以 引进 各 种 范 数 ， 按 照 不 同 法 则 规定 的 向 量 范 数 ， 其 大 小 
一 般 不 等 。 例 如 ， 对 向 量 w%=(1,1…，1)， # ` 
[х =. n, ID =, {хх „=1 


虽然 不 同 的 范 数 可 能 有 不 同 的 量 ， 但 是 这 些 范 数 之 间 仍 有 着 重要 的 美 系 。 壁 如， 在 沽 处 
疝 量 冶 列 收敛 性 问题 时 ， 它 们 就 表现 出 了 明显 的 一 致 性 。 这 种 性 质 称 为 范 数 的 等 价 性 。 
定 还 7.2.1 iV Æ rE, xl. 和 xi, 为 任意 两 种 向 量 范 数 { +B T p- ў 
数 ) ， 则 总 存在 正 数 c: 、c:， 对 一 切 %ET7、 重 有 
一 178 一 


$. 


с.х, Па, е, [а (7-7 ) 


(证 明 】 ”车 来 证 明 形 如 式 ( 7-7 ) 的 关系 具有 传递 性 。 设 芷 意 两 种 范 数 lel. lel 都 
和 一 个 国定 的 苑 数 ， 例 如 151, WEE 7-7) ЖЖ, ШИЕ са. с R ci. cr, fE 


eilh А с ПА, 
саћа], 1а е2 |21, 
于 是 有 сас, сс], 


这 样 ， 我 们 只 须 对 一 2 证 明基 系 式 (7-7 ) 即 可 。 
设 es, е», iy e, 是 空间 下 的 一 组 基底 ， 则 对 үхЄЎ, # 


х=хуе,+х,е,++#+хХ,е„ 
范 数 [x]. ЖЕШ ха, x, е, z, 的 函数 ， 记 为 
Ја Ооуу) | | 
"КИЙЕ ФО ›х, ‚+ n.) йж, arz, 的 连续 范 数 。 设 
х' =€, +x, erie, О 
CATTONIN 
|Ф(х{,х! ‚++ Ia XL Xa PO B 
= [1x а а — ж], 
| = fxi r er Haer) es H (М te 
Га —х][ е, „+14 ж, heria tet rs а е, 
H» leil ЖЖЖ. MAN |*! 一 + 充分 小 时 ， 有 
|9 (1,1,9 681) PT) | 
这 就 证 明了 булоону) ДЕ ху ,х,,+= x, 的 连续 函数 。 
根据 过 续 函 数 的 性 质 ， 在 有 界 闭 集 | 
ripe? 02-1 | | (7-8) 
上 ， 函 数 gziyzay…yzs) MERKEM 和 最 小 值 m。 因为 在 式 《 7-8 ) th z, KAA, 
因此 n>, E 


d= Br 
Ж y= e +e += + ее, 
的 分 量 满足 ш 

IER e 
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EE 


于 是 有 


isa =e (8а) н 
但 y= x /d, Ж 

ті |х\„=ма 
即 тж» stæla М, , 


定义 7.2.1 称 关系 式 (7-7) 为 向 县 范 数 的 等 价 关系 ， 称 满足 式 (7-7 ) 的 向 量 范 数 是 等 
价 的 。 | 


581.3 Е BE Ж 


Ext, ФИГОН хп а E, 

定义 7.8.1 Wk AG F=x" (了 是 实数 域 且 或 复数 域 C ) АН m x n 矩阵， 按照 某 个 
法 则 在 F"** 上 规定 4 的 一 个 实 函 数 ， 记 作 A, EARRA TEER: 

(1) ЧЕЙ. Ж 440, W А220, |0[==0„ 

(2) ВЕ, ЕЕ Г, [КАД lk jA 

(3) 三 角 不 等 式 。 对 任意 A, ВСР", 4+B|<141+ 18], 
旭 称 上 40 为 矩阵 4 的 范 数 。 

由 于 在 知 阵 理论 和 应 用 中 ， 给 阵 的 莱 法 占有 特殊 重要 的 地 位 ， КУЛТЕ 
式 出 现 ， 因 此 ， 在 过 论 矩 阵 范 数 时 ， 应 考古 抱 阵 作用 后 的 向 基 范 数 与 矩阵 范 数 及 原 向 基 范 数 
的 协调 。 为 此 ， 有 下 面 的 定义 。 

定义 7.3.2( 范 数 相 容 性 ) КЕР", к, F E T E рў e 11е». 
Це о llass, 对 任意 的 矩阵 4EF"**，B EF"**， ER 


ГАВ | А180. | О (1-9) 


划 称 范 数 je ISA ШР 和 LE EHRM. 
如 果 思 =1( 这 时 8 ERAR), A (7-9 ) 就 可 写成 


РЕЗИ 


14| lAn lete 

Jeh pele я 1-1, Ж RAR 中 的 两 种 向 基 范 数 。 

为 了 在 矩阵 分 析 的 讨论 中 不 匆 产 生 困 难 ， 我 们 所 指 的 矩阵 范 数 通常 总 是 相 容 的 。 

下 面 我 们 来 讨论 几 种 具体 的 矩阵 范 数 。 | 

дє”, y€ R*, ЖБО m п п REAR PRET BE B Ж va Ж bx |, 各 
[уг ` ` 
HAET", MERR 4 的 范 数 如 下 ， 
—180— 


[41 тах [Ах], . (7-10 ) 
lx], =1 


ШӘ АШ ЖН? Lx], =1 时 ， 所 有 向 量 范 数 1 4x1; 的 最 大 值 。 由 式 《7-10 ) 定义 的 
和 矩阵 范 数 称 为 诱导 范 数 。 | 
HA ( 7-10) 定义 的 矩阵 范 数 ， 满 足 定义 7.3.1 和 相 容 人 性 条 件 。 
ЗБ, 101—0, В. Aso F, [А|[>0, X 


[КА|= mas |#Ах}, 
Па == 1 


=E] max {Аж{,=|Ё]]4] 
[x[,=1 


БӘН. РА, BERI! 


l4A+5B|= max |(А+В)х[, 
xj]. =1 


= max [Ах|,+ max Bx], 
Ix]. =1 lx, == 1 


=IAlI+IBI 
ж, BRR 
ГЕЗИТ 


ще Al aE aw Пу], 相 容 。 
当 jel а ПУ ЭЖИ [x]; Жу, gæl: #n Iyi: AR ix]. miyi, RM 8 


А ВЕЕ, 分 别 记 为 ЙА +, 141, JAJ aa 
定理 7.3.1 设 AEF"**， 则 


(12 A =ч 2718, i |), (ф=1,2,+,п) 


(2) Ale smart 4 (AA). (AFA) ЖАНЕ 454 8638 j УНЕ, 
{3} JA|.=ma( 57 [а,, |), (7=1,2,+ уш) (7-11) 
: {= А | А 


СЕВ) D Ф w=mix (5а, |), G =1,2,+6,п), 
ik fxj =1, A= aiaa), 由 有 
ш ==тах||@, | 
1 
iR х==(х(,х,,+ө TE 
Ах, = [а i 4ra, ta.) 
< ze + |z lla, ia + lelien: 
181 — 


Faan. MAAE mt э ч. лек EEA инди четт orana i т 


«Саа [4 а {tt lx Dw 
| = [х]. = 20 
另 一 方面 ， 设 
Dit =w 
Ж А, = (0,0, ,1,0,*",0), Bi 15,11, Н. 


4х, 1. = >l, [= 


所 以 һа 1), G=1,2, n) 
(2) EACF, ВСЕ", WAAIER УЄК', # 
[АВ у. lAN y i 
[А.В], у, 
йн [48 1.<[4).181, 
其 矩阵 范 数 Ile ERAR. 
由 向 量 范 数 |x]; 的 定义 知 
Ах, = (Ах, Ах): (х, ATAN) 


HD AA 是 正定 或 半 正 定 矩 阵 ， 所 以 44 的 4 个 桂 征 值 非 负 ， 于 是 


4 max (Ах, Ax)? 
[x] =1 


= max (x, AAxx)? 
|x], =1 . 


= шах (A (A#Ayy:Z2 
{х1 ,=1 


D Апак (Уа), G=1,2 m), 对 任意 的 z€ R, Ж 
i i= 


[Ах] „= max 
lajam 


E 
Da “| 
j=1 


< max (>)|е,,1)]х]-= whau 
FE, # 1zj -一 1， 则 有 
СЕТ 


39-2718, 设 
一 182 一 


т 
Sola, |= u 


Izi 


Ha x= (singla, i), sing(a,,), =, sing(a,,))”, W [x|.=1, B [Ах|„=ҥ„ 1 
范 数 |4, 称 为 列 和 范 数 ，1.41.。 ЖАТЫЕ. 141. 称 为 谱 范 数 。 关 于 谱 范 数 在 下 D 
将 作 进 一 步 的 讨论 。 


除了 上 面 讨论 的 三 种 矩阵 范 数 以 外 ， 还 有 -PABER ME ProbenlusjygE. 
设 4EF***， 由 下 式 定义 的 范 数 
А1ь= (> Хет" ) (1-12) 
КТУ Frobenius 范 数 。 
4 A= €F": Ы, 
= ар 
所 以 Frobenius ВОЕН Ixl: 0—0 Ж RJ”, W Ж а), 实际 上 是 把 4 看 作 
Fex" 中 的 向 量 而 建立 的 向 最 范 数 。 
由 (7-12 ) 定义 的 逢 阵 范 数 显然 请 足 定义 7.3.1 的 条 件 。 下 而 我 们 来 证 明 范 教 ТА, 8 


是 相 容 性 。 
事实 上 ， 鞠 考虑 行 矩阵 A (a1,9:,*…,4,】 ЖЯ RERE B =B, Bapt ,В „у“ 


显然 14.815= 24:81? 


<D AHB, 
i= y 


га 8 
Aa) 
ESE — a= A, | 
LA 
有 14B1}— Уві А HBI 
тав 


Wika Вох, 141. 与 Ix]: ж 
定理 7.3.2 BACCU, U RI V ЭА тп ЕВЕ, YH 


ЛАТ |= [415 
GER) 令 4-(4,,А,,-,4,), ЖФА, 为 万 的 第 i 列 ， 则 
LAJ =A lit 04.1864, 
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Hi IA ранна р. = 14.1: 


Ж JUAJ: = 1А 
x ар = A" 
于 是 НАУ [з = [ул AU]: 
Ав | J 


ВИГЕН, ЯПО ЕВЕ, ЯПОН ИЕН SEZA, ШШ 
We {+12 Ж [+], 为 两 种 矩阵 范 数 ， 则 总 存在 正 数 C 20, c,>0, ЭРЕ ВНЕ 
са ПА, «АЙ «с. А0, 


$7.4 ПЕНИЕ ЗАИР 
RNR, ЖШШЕ Гар, RARR, элннин омиин ане 阵 
范 数 。 从 几何 意义 上 来 说 ， 滋 范 数 可 以 改写 


Аң <= m: 4х1 
ПА лах Гаро 


人 它 表 示 变 换 后 向 最 的 长 14х01, 与 其 原 像 长 |x ZEARRA 


下 面 讨论 谱 范 数 的 性 质 。 

定理 7.4.1 AECT, Hi 

(1) PANs—= max [ytAx], xw€F", УСЕ" 
{х= у =1 


оз) HAE = А1, 

(3) MAh = 402 | 

ЕВН) 《1) 对 xj=Jyj=1， 有 
|у#Аж| йу] „Аю 141, 


з [а[=1, Е 14А, А0 0, TEES y=Ax/|Ax1,, RE 


| yAX|= ИСЕ -=|Ах|,= Ар, 


laxi: 
(2) [4 = max [у^ Ах | 
рх == [у =1 
= max [xray [в-ф Ан], 
ЫРДЫ 


G) 自 налу, Татр Ар, ВАНД ВА, # 
ПАА = AJ: | (7-13) 
Ау |х»=1, хі. = [41,, TE 


ЩЕ 


ШШ 


JAETA], = тах |жх+А#Ах| 
[х]=1 


= max |412 = ГА 
Па = 1 


由 式 《7-13 ) AA (7-14) 即 知 (3) 成 立 。 


(7-14) 


定理 7.4.2 АСС", UEC"*" Vect", BUU sIn, УНУ =, WI 


АУ, =] А], 
(ШЕ) 4 o=Vx, и=Шку, Mi 
xj =н [0], =1 
[у1.=1 BZ [а], =1 


于 是 id= вах ~ ly*Ax| 
Ix] Í = | уй; =1 
= max |[u#U AY о | 
lo, = lu] =1 
= САР, 


定理 7.4.3 # |Al.<1, Ш1—4 Е, B. 
141.4) 0, 01-14): | 
GEN) 设 x 为 任 一 非 志向 量 ， 则 
{(Т—4Аух{|,„=[х—Ах], 
={х|,—[Ах|, 
211, — 141, 091. 
=Q fA iei 
FE, # x40, 则 (1—4А)х=е0, ДШ 
Ч-А)х-=0 


KEPE, KER 1—А рр, 
Bp 1-Е, ЖЕҢ 


Q-A -Ayt =I 
于 是 H-A = AAA): 
| = (1-4) А) AA 
=] 4A -- Ау! 
А 01—451, < 111, + А0001 49-11, 
| =1+ [48.04-97 . 


和 


{ 7-15) 


< 7-16) 
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| | -Ayip =Z 1 
其 [((Т—А)-1]|, ТАЛ; | 1 
ТТА А ЕН НОУ: — Е, 
定义 了.4.4 EACF", Ai Aa, 为 了 的 特征 值 ， 称 
Р(Ау=тшах(|5,], 1==1,2,+*,%) 
为 4 的 说 半径 。 | 
Р РСА) EJLA ВН У. EES 4 的 全 部 特征 值 的 疝 的 半径 的 最 小 
{#, | | | 
定理 7.4.2 IERE ACF", AA 


p(A>=]| AJ, : . (7-17) 
GEW) Andreo. 为 4 的 特征 值 ， ЖЖ 1501000), 4 x, 为 4 对 应 于 
д, 的 特征 向 量 ， 则 有 | 
[4,1 = |4, iX] = СА), [2 
ФЕ рса) А, 1 


特别 地 ， 如 果 АЕНА (ААЛ = АНА), HW FB EY ЕЗ 
推论 7.4.1 AEFT, BA ЖЕДИ, M 


o Mlese (7-18) 
(ШИ) РАЖИ, KAV, VU =I, 使 
ОРАО бавда Азу) 


于 是 ЈА = ldiagt A ,Are Aa] 
=ma Га Desy 


= о(А) 
р( Аус | А |, 


是 ю(Ф=}л} 3 


с 67.5 PEME 


ЖБ БЕЗИ ЛЕЛЕ ЖИН БЕЗЕ ЖКН АЕ ЛЭС ЗАВО, CREER Dr n 38 ОСН rh #Е Ж И 


”概念 。 


定义 7.5.1 BERACE, RATAA EMALE 
—186— | | 


ТА +41 | 


lim 《7- 19) 


А k— 0 + 


Аш АШ ЖЕ. ТРЕ СА), Ж Г, hA] ЖЕЛЕ В С НИНЕ о 
因为 1=1， 所 以 式 (7-19) ЖЕРЕ ЖОЕ ЕВ i EAI ЕЙТ 4 的 方向 时 数 。 


， 例 7.5.1 ЖАРТЫ ИТЕ Посад 15,1 


ТЕРИДЕ 


有 | u, (Ay = max (деа, + Sea) | ‚Х51-@ 0. 
这 是 因为 | | 
HAA] «тах È, Sss thas 


тч (овлар) меа) 


i=1 


HEP i=; 时 6 一 1， i=j 时 3 一 0。 
对 于 是 够 小 的 和 >0， 有 


ПЕАТ кеа, р+оф+У; a; |} 


др OCh ge hmo" О0/зо 。 | 
于 是 ГЕ ПАЛЕН 
в» 0 f 
. =max Кеба, + Blesi) 
HR, PAEA 1х]-—тәх|х,|, Ж 
Мааха 
| Ы Я ñ " ОГ эз 
Ha(A)=max {Ве(а,)+- Zl]. 07-21) ' 


TAREHE EHER. 

命题 7.5.1 000) =0, #(1„)=1,‚ п(—1„)=—1 ; : 

GEN) 40)=0 是 显然 的 ， 但 需要 指出 ， p(o FREE A 一 0 。 
现在 来 证 明 后 两 个 等 式 。 

因为 第 阵 范 数 17, THAT 为 某 向 是 范 数 的 诱导 范 数 ， 12, [=1, FE 
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оно тенир ари ыар РАДАА НЕЧЕМ рл: ао а. ыа ， КИИНЕ 


ата Mathai, 

а-к h 

= lim HOM y 
РЕЧ h 

uoT yo lim ДЕН РТ. 11. 

" 一 > 日 十 h 

= lim арра -i 
Hot 


命题 ?7.5.1 表明 ， 由 于 上 万 的 形式 不 同 ，# (CA) 可 能 取 负 值 。 
命题 1.5.2 н(КАЛу)у=Кн(Д), BAHD = н (Ау-ЕК, ЗЕТА, УАК, 
GER 按 定 只 7.5.1， 有 


H+ КА) —1 


+ h 


kAY= lim 


h—= 0 


_ ТЕТУ 
lim р с — 


+ 


= ЕСА) 


Та — 0 


| ‚ НАЧ ЕГу = lim 


k— t 


i+ ЛА ЧЛЕ —1 
то» 


k 
Ddim. E Ea иж 
k 
+ 


k — Š 


FALL 


А h 
11+ А ++ {АЁ 


h 


4 
1+hkk 


= lim 
k— 十 


h 
Ш dli | 
= im 一 二 — +lim [+ ` 


à — n t bot 


h 


— A 
工 十 中 二 i 


= СА) ЩАС tk 
GA 1.5.3 -JA s 00А) <оСА) <А, yAEF"*" 
CES KEREP fB SEN, £ 


}1--РА| + АКА P2UT[—2 _ 2—2 
h n И Ё 


д0 


палац ЯН -lgAl 


Ар анат = — 
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НЕЗАК, #1 


ана ТВА 1 — MHRA] ~i 
"ot ñ h 


<А] 


шло 时， 有 
=A ш неу аА) [А] 1 
命题 7.5.3 表明 ， 在 范 数 和 测度 之 间 存 在 大 小 关系 : расе) рр, 
AT.. ҺАУ Ву =н (Ау n (B), АСЕ", BEFRA 
ШЕЙ) 因为 


SIARA HBI- WE JURADA 
Р Ааа = 


= СЕ ОАА] — 1: „А Е?АВ | —1 
= 2h | 2h 


ЖО й‹А-4-Ву<сн(Ау-- u (В) 1 
命题 7.5.5 BA Aare, 为 4 的 特征 值 ， 则 
0 Д)< Кед (А)<и(Ау (i=],2, n} 
GER) BÆR -4 对 应 于 等 征 值 д, 的 特征 向 量 为 x， 并 且 [х|<=1, MEREEN 数 Ж 
Ж, 有 


ñ h 


ВА. ра 2 > Ка hAxl—1 


_ etha, xii _ |1-+#А,|]х{—1 
h 


11+АД, | zi _ LRe(4 LOA) 


д Ё 
于 是 EA) >Ке(д, ) (7-22 ) 
РИН CENE 1 у Вавай 
— ]1—hA I 1—1 „RelA +O) 

Эг Е h 
ar HiAll Oh) 
有 一 -一 一 上 Re 一 一 人 
于 是 н-д) Кеб) (7-23 ) 
BA 07-22) 0007-23), # ‚ 

—#(—-Ау<Кед,(Ау<чно4) | 1 
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Yvone. anu Ашчы arena тг "дыт ER чуп бя > КЕ ИТИНЕ 


命题 7.5.6 ”对 任意 向 量 xEF" ЖИБЕ АСЕ", A 


{Ах ®тах{ -u (>A), АС) а {7-24 )- 
GEI) | 
{Ах = пава х HARANI "xl 
І h - ч 
于 是 lAxl A) 
x |Ах!! = I- Hor | > 1-1 -hA ШЕ 
于 是 С Axle Ae 
а [Ах ;>тах{ —н(—А),.,—н(Ау| xl 了 


定理 7.5.1 对 于 由 任意 4EC "ИЕЛЕ ЕТЕНЕ НЫН РЕК, n (A) 存在 。 
GEH) 对 于 0<e<1 的 实数 。， 有 


+ehAll—1 ea 十 Ad4) 十 (1 一 的 如 一 1 — «1н 
gh gh 


В, 1705) Аплата ло Е 88, f hmot Їй 小， m A РС lAl 


{命题 7:5.3)， 因 此 ， lim fOy= n (Ay, . 1 
Jy Ж 
17-1 证 明 . 
{1) ж — y 1 Па iy 
(2) [А —В > АП — | B 


7-2 Ж = (0;,), яп 已 正定 对 称 短 隆 ， ШАШ ЖҮ 1,2,9 条 
х, НБТ 


(Za, X X yt s ba, X X (Za, HS ) 


7-3 A= aaa ПАП SEREA. ШЕШ А] С> a, 1 
7-4 É Al 是 诱导 范 数 ，det4 失 0。 证 明 ; 


(1) {А-1[>[4[-' 
-11-1- mį Axh 
D 14-11 КМА Ix] 
7-5 证明 下 列 不 等 式 
(1) max{a (A)— (С-В), ~I(A)HCBY EL A+ В) ` 
(2) \н‹Ау—н(Ву|<їтах{|и(А—В)|, 1008) |} 
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证 明 : и(А—Ву>цп(Ау—д(В)„ 

证 明 下 列 不 等 式 © 
_{4-1[-1®тах{—н(—А), HCA}, дебла) 
ПОРА) У >1—Ёйи(—Ау>1—Ё[А 


п.с) max Ќебе, + Biasi 
f i51 


1 


站 ， ЖУ И КИР 


一 I91 一 


TAR BEFAR 


куат ЕИ Ар рык, е ЕЕС ПОЗЕ Ж ЖЕЕ 
ДЕР йе ЗЕ ЖЕ P p) 65138 ША 55 e s 25, i 


581 МЕЛ 


定义 8.1.1 ЖЕРЕН ИСР) 的 范 数 上 上 BEDT. ТСР) ВЛА ШАА, Xi, 
ө, Xas се, х.т, ЖОРА), ОЧРАР СУР), Ef похо, а. = 
GORAI, ЫЯ EAT x, x 称 为 该 向 是 序列 的 极限 。 

HERI хь} ЗЕР v, BAH lim x. = тосо, Naat Жн, 


定义 8.1.1 络 出 的 只 是 一 艇 向 量 空间 中 收敛 的 定义 ， 对 向 量 空间 F" 实数 域 上 的 向 量 
空间 了 "或 复数 域 上 的 向 量 空间 С"), ， 可 以 用 向 量 的 分 量 给 出 等 价 的 定义 。 
Wix, EREZA T 中 的 任意 向 量 序列 ，%E F" ARER, Т 它们 的 分 量 表示 为 


LIW х; ү 
ЗЫ : (бз С 

x. =i : x =; i (8-1) 
СЫ. П ту . 

pEr 由 到 定 范 数 O 
ра. = тахіх, | { 8-2) 
. 由 式 ( 8-1 ) 和 式 (8-2)， 易 知 
ЕЧ „~ Х|. = тах|х tia x, ‚| ж! а у", —Х{| C8-3} 


FÆ, 3 m> co 
| es lsi" ,10 
(i=l, 2, ==, n) (8-4) 
Ez, m>, Iw" |0 ( i=1, 2, =, пу, HI 


maxixe =x i |= А0, — e 
~i 


RE TË 
Жт->со, ДА aj- Отсо |х1"! —х,]-э0 (8-5) 
由 范 数 的 等 价 性 知 
D КЛИШЕ Р (Р) ОВАН Е, СРСР), OD) 
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Ўт оо, ра z], 06 оо, fka- w]e (8-6 ) 


ЈЕ, Р" 上 的 向 量 序列 {x} 收 敛 于 向 量 xX EF*( 对 于 任意 范 数 ) 与 xs 的 各 个 分 量 
KAF x 的 对 应 分 量 ( 在 实数 或 复数 数列 的 意义 上 ) 站 一样 的 ， 于 是 对 F), EX sS.1.1 яр 
叙述 为 | 

88.1.2 在 向 量 空 间 下 "中 ， 给 定 商 量 序列 {ХУ . оол. 040049 КЩ. W 
(xa Ear, ЗЕН A Zhu IB АР Ж ар xu P" р ТА р ВЧЕНА. 

因为 F" фар ДЕНЕ Б СОЗИ, ТҮРДӨ МШЕ R (ЖЫ ЫС) R; 
ЛАК КЕМНЕ Aa ЗЕН mita, HTE RRC › 中 形成 Cauchy ЛЕ ОЕ 
的 之 要 ЖЕЕ, ВТЕ Е" 中 {Xo} 为 Cauehy 序列 加 也是 政 全 的 充 要 条 伴 。 

须要 指出 的 十， 在 一 般 的 向 最 室 间 FCBP) rB, (огур Cauchy 序列 是 {x。 НЕНИ А 
件 而 不 是 充分 条 件 ， 臂 如， 定义 在 : S106，3) 上 鸣 实 系 数 多 яктар: ‚ БЕК 上 上 的 一 
个 商量 空间 。: ж Р) ДЕЙГЕ ПТО, ЭЕ 


т . 
А 
Х.С) = У? mL- Па. == max іл.) ] 
i к РЕ [Toil 
一 kd 
HA 
1 = sa. —. 1 


"x — x, = b n 2. 
iR a S Жы Ст ЕГУ п} 


BIDA x, HË Сазеһу 序列 ， 但 是 由 于 当 maoo 时 19-67, Е PO) 中 没有 极限 。 


88.2 ЖИЛЯУ 38 E 


这 一 节 我 们 讨论 炬 阵 序列 的 收敛 性 。 
设 给 出 F+" hÉ BEBE] 
А, Ау, "tAm, soe 


用 {4。} 来 品 东 ， 因 为 矩阵 由 有 限 个 元 素 绥 成 ， 其 收 伍 性 可 以 和 FF" 中 的 向 量 一 样 地 考 38, 
所 以 ， 我 们 也 按照 定 儿 8.1.1 或 8.1,2 规定 拭 隆 序列 的 收敛 性 。 

定义 8.2.1 AE 的 矩阵 序列 fd h, Ф4„= (0120), ;如果 如 个 数列 {017'}， 
Ci, 1, 2, =e DARRA, ЯСА 政策 。 以 数列 a h AS 3825 з ЕАС 
Бх", PRH dAn) 的 极限 ， 记 作 

1їтА„= А, Wm co, А„— A 

下 面 我 们 来 证 明 ， 定 义 8 .2.1 和 条 件 

| тоо, |А„— 41-0 | (8-7 ) 
CRPI PAER ОНО. 

取 和 矩阵 范 数 


a TETU Н 涧 中 ， р в,а ру, | Zx n Í! еее }% 为 Csuchy;y2] 
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P е сакс эй. „Ай КЫ. чеден ET лн: бїз 


al = x as, | 


ал, TENEN i, 有 


limaj’ =4;; Cis }=1+ 2e, n) 


т—® 


RI 


Гат [а ?—а@,,! =й 《 7， 了 一 1，2 9", п 


wA 


|А, Al=lim SY [0190 а, ,|=0 
Ty 中 m— = рр А 
(i, j=l 
Bz, W lim An — А|==0, 8р | 


т> ә 


т 


lim > јата | =n 


ют —ж a рь ра 
于 是 对 1， 了 一 1，2， =n, 有 
lim [20 —ai,| =0 


区 一 > = 


ЕЕ 


由 矩阵 范 数 的 等 价 性 
cA, АТА Al. с, 4, А1 
СА А А – А А, 
其 中 小 上 ЕЕ, А | 
lim jA a {=й 11 ар =0 


ЕЕ: ЕД рше л САП 
(1) 一 个 收 鳃 矩阵 序列 的 极限 是 唯一 的 。 


(2) 设 limA, =Л, limBa =E, Ш 


M — а т 一 = 


limaa FbB, D =a A+B а, b Ge F 


п -— е 


(3) lim = 4, мб, =B, Ans, Bac E Y", MH 


тт — 20 


limA, 8. = AB 


т 一 > = . 


(45 W тА, A. Am Р.ОЄЕ"`", W 
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) 


5, өтү п) 


8-8 ) 


limPA,Q= PAQ 


{ 8-10) 


(5) 设 lim4,=4, В. 4,.0т= 1, 2, +), А), 则 145 Дн, 且 


lim Ai1— A-! 


证明】 设 AZ 25 A, 的 伴随 矩阵 ， 则 
O А% 
А5 = тар 


其 中 


HAA 是 Aal 中 元 素 417’ 的 代数 余子 式 ， 
多 项 式 。 由 多 项 式 戎 数 的 连续 性 知 
limAj p =A; 


Жр 4,， 为 141 中 元 素 “4y КЖ АЯ. wE 
limA*— A* 


又 14。| А. 00 KEAR, M 
lim |A,|=14]=0 


于 是 由 式 ( 8-11 ) 有 
A* 


lim 42i=lim <r =A-! 


ne 


( 8-11) 


Pr LAA P 是 4。 的 元 来 的 {5 一 1) 次 


设 Ant TRER ЛС К" ЖЕШ ЛЕНО БЕЛЕП 


А, Ат, ++, А", 


{ 8-12) 


下 面 我 们 来 证 明 关 于 矩阵 序列 ( 8-12) 的 两 个 定理 。 
定理 8.2.1 ЗЕ 4 的 某 一 种 范 数 有 41<1， Ш мд" =0 ° 


[证 明 】 因为 
l4"1<1Al" 

新 以 当 141 过 1 时， 有 
ш А” | = 


тыа uman ы жале за; Phara торай mnan: e нты созы: бсле 
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ВІ 


аф" 010 


H3% ( 8-7 ) 3 


мит 1 


+я-->% 


定理 8.2.2 ЯШ УНА: И, Аг, <, А", s, HË lima". п Ир ЖЕ {р А 


2 о ВГА SEE IR ir ЛЕР 1 。 
Ш) 说 


CC СА) ste, FA ‚^3 


其 中 


JA | | (1=1, 2, tny 2] 


| ! A d. xd, 
ШР ДЕДЕИРЯНЕРЕ P, t 
Р-»АР=], A= PJP-! 
于 是 Е | | 
A*= Ру" Р?! | ~ 
= Рбін (СА), 7041), =, ТАСА 00Р! 
显然 ，!im4”=0 的 RRR 11т7](0,)=0, i=l, 2, се, >, 


x 


i=], 2, +, т Breskt, Сї=0, 
于 是 ， lim O )=0 АНЬ 1—1, 2, w, r, FIAI Н 
我 们 指 昌 :如 果 APCA) 一 1 ， 则 ше 存在 的 充 要 条 件 是 4 BRER ТРАЕ 
为 一 次 的 。 | | 
定理 #.2.3 Аи АЕ РБ А1, 244 
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[4;|&[4] (i=l, 2, е, F) 


其 中 Àu Азу = Aa AEE 4 的 特征 值 。 
CEID 2 |41=a, ERE 


_ 1 
kira 


fh d AEERHFHER, HER P, A 


Al = 


IBI= IL А1 = 141 = г<! 


于 是 ， 由 定理 8.2.1， Ж 
limB*—0 


i — т 


再 由 定理 8.2.24, EBE 了 的 所 有 特征 值 的 模 小 于 1 。 


设 4 的 特征 值 为 
Ais Азу -y А, 
ЖАВ НЕЇ) 
Åi. À: _ ... An 
аі? а-+ 4°? ` a+d 
Ë. 
A [<1 бъ =, m 
ЯП 
| |4,1<@+4_ Ci=1, 2, ==, É) 
H d EEK 
O MASIA] 
定理 8.2.3 НАВЕ 4 的 谱 半 径 PCA) ARTER 4 的 任何 一 种 范 数 。 
58.3 HERA 
21% 8.3.1 WA SEE PEI 
Ai, 4,6,4, me (8-10 
Жр А, =a EL" s $k А 


А +А, +904, е | { 8-14) 


为 矩阵 级 数 ，4。 ЖАНСА ER — MR. 
级 数 (8-14) 前 项 的 和 


S. == 4 í HA, + +A, | ( 8-15) 
WARE (8-14) 的 部 分 和 ， 它 仍 是 一 个 ?2 阶 方 阵 。 | 
定义 8.3,2 #limS,=S, ИИЙ (3-14), S 称 为 级 数 的 和 ， 记 作 


3 人 ( 8-16) 


1=1 


RUR, ERM (8-14 ) 收 全 的 充 要 条 件 是 ns т, Уатт, j =l, 2, + 


DERS, Вяр | 
дует 23411 e ЖР 
И Жат рут ... 3 
| Же? Bar e Dar 
ШЖ RE Aa $ risk Bi E Ж БАП 
c1) 254, Wk, Mlima, 0. 


m= 


wa, = 5, Ув, = 5", Mi 


Уа, В,)=5 S 


(3) #5\4,= 5, ШУМА, 05, КЄР, 
m=i m=1 


定义 8.3.3 WERAK 
A+A, 68 + A, +. 
其 由 AaS (IPEE, AR za 个 数 项 级 笋 
ао фач pepaj He | 
G, ўа, 2, =, DREIES, MEERA ERA. 
定理 8.3.1 W AC) Р, ЖЕШ 8224, Ext iz @ fb 3: E & f Ë 8 3 
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лнй, Жор} А] Ж À, 的 任何 -种 矩阵 范 数 。 


GEN) Ж 
[А41 = P] lai 


1, j= 1, 2, ==, n, # 
[4.22 [447 | 
因此 ， #214. | Ж, M n? 个 级 数 ер тана, 由 定 闵 8.3.3 知 занай 27а, 绝 


эрй, 
反之 ， 如 果 级 数 > 4。 绝 对 收 化 ， 则 由 定义 8 2.3 知 ， 个 正 项 常数 项 级 数 


Ўлат G, j=l, 2, **, п) 


яка. ЗАВОИ, i 


N 
Уа рМ G, j=1, 2, +<, n) 


mal 


ЖМ, ЖЫ N 无 关 的 常数 。 
令 


M =тах{М,,, i, j=l, 2, +з, n} 


则 有 


Sjap <M Ci, j=l, 2, =, n) 


2114.1 =>; >; lsp] 


m=1 jri=1 


= > 21а серпа М 
# 2, lAa igt 
Rea set PE BE т, ХРЕСТ РАН БЕЙ. ЖЕНИШ 1 
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rr ' . - “ass з 


由 定理 8.3.1 可 以 给 出 与 定义 8.3.3 等 价 的 矩 降级 教 绝 对 收 熏 的 定义 。 
定理 8.3.2 MERRE Ул. ЖЕЙ, 则 


(1) яй 574, cok, 


Ya maa, ижа mio, H yc yak, 
这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 。 
定理 8.3.8 ИР, Ож праи, HERRN Уул, 收敛 Ae), ЖШН 


降级 数 > РАО ita eaka), H. 


hal 


È r40- P (2. )о (8-17) 
GEH) É 


— E 
У4.=5, УА, Sy 
m= I тул 1 

ЫП 
lim Sy=8 
下 一 > 四 

Н (8-10), 有 
lim PS Q == Р(1іп8,)0 
N -m> = G N-ra | 


= PSQ= P(S; A.) Q 


mD An а, 2 РАО Ш, 
BDA. Waka, WEMEL, DJA bere. MERENDAR, Ж 
IPA,QISIPIIQILA = М | А. 


ЖЕРИ =1РЇ-101, kw, }1РА„О{&а, TE PA QR SHE, ! 


X: РСС EBR, ИТА EE ИШӘЯ J EGER, 即 

定理 8.3.4 T 中 的 两 个 矩阵 级 数 | 
Si: АНАРА 
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а B 


# 
Sar BiB, pot Bi 二 
BAKK, ДИПЛ» А, В, ОВЕН ЛЕ EEEN 
S, AU (A,B, +4; В, 
+A, By HA, D, +A, B, Jhun 
HAB, ФА Ва H A.B. C8-18) 
Ни, НАЖАВ, | 
(ш) тїшї, SUAI, 2Eisawm, эгезинде, 


ЛИНЕ RI m mb shkak, РЫК, R 
[АКА Bd 
APARTA ESEN TARTA 
ра ВАВ р (8-19) 
Чї, РС (8-180 和 式 ( 8-19 ) 两 个 级 数 的 各 项 进行 比较 知 ， 级 数 ( 8-18 ) ЯНЕ ét o 


TRR So 5), 5, 的 前 m 项 的 部 分 和 分 别 为 Sts，Ss。，5sm; ШУМА, 1, 


m= L 


138.1 的 前 т MORIMA Ба, Bias BE C 8-19 р m MORIA 25 Sano 


m= 1 


шщ 
SinSin = (А.В, pA B; HtA Bn) 
+СА,В, HA, Bg +++ А, Bujta 
十 (Di 十 dB 十 十 4 
Sga (AB, +A B.+ s ++ А,В) 
十 (4 下 tA, B, te +A, В) 
+ 
{1% 51-8, 5, ЭЖЕЕ КЛИ Н. {РИЙ 
AAt, В, 18,4 
ARAH, ВД 
15.5, — Sanl Eininn | | (8-20 ) 


ÆA 08-20) 中 ， 令 m=, Д АРРА, K 
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Tim S,,S, = limS,, limS,,=AB=1imS,, 1 
т — Ë —= са ж — а т — ш 


18.3.1 对 于 4EF 7 жЕ 


A: А 


ї 
І+А u. к-н ( 8-21) 


因为 


A SE неее р 


所 以 该 级 数 对 于 任意 4E EF"*" 绝对 收敛 ， 其 和 称 为 4 HAERERE. WE et, HH 


£ 
ei=I+A е (8-22) 


EUR, 3841638896 805 ERABE. 
定理 8.385 设 24。，2>)13.。 是 两 个 矩阵 级 数 ， 且 满足 


m=1 


(1) È Ba фар В, рор) 的 所 有 元 素 РИ? >, 


(2) ЖА. (arm) 与 Bs。 二 (519') 的 元 素 闻 满足 A 


јарко bT (i, j=l, 2, fy m=], 2, e) 


сз) 83515. kak, MARSA. 绝对 收 化 。 


т 


ШЕЙ) 由 条 件 ( 2 ) 知 
Гаа ар) 


= паву) В|, 


1 i 二 


由 条 件 ( 1 ) 和 ( во, REDEN tek, +E B ЖУА KA, MTD A. tI k 
B. | 1 


58.4 ERRAK 
255 8.4.1 JÉ #n 


一 202 一 


cal Heydte, A? -pee Te At +... 


ПАНО НИВНИ, Венс СР, ACPO, 
因为 数 项 级 数 


feat iHi i dl+|]c At] + ЛА 


的 每 一 项 不 天 于 数 项 级 数 
leal HI] е: HAA 1с: 101402 


tles ПА 


б (азуу 7 


Кк 


的 对 应 顺 ， 所 以 ; 者 级 数 (8-24) КЮ, ШЙ (3-23 заи, 于 是 我 们 得 到 : 


定理 8.4.1 FEMRA 
eo lc [ЙА] + lesllAl:t+ 
+14 
Кї, ДНЕВЕ ЗОЯ 
Cal terde At ol. At +... 


绝对 收敛 ， 其 中 14 为 抵 阵 4 的 某 种 范 数 ， | 
推论 8.4.1 FEB таи Ж ЁК 


”ee 二 十 Co 十 te 十 CE 二 ee 
АНА, ШАБ КЖ 
cle d+e,A2 to pe, Atas 


绝对 收 敏 。 
例 8.4.1 É 
02 05 0.1 \ 
А=| ол 05 0з | 
02 4 0.2 | 
ШЕЕ И Ж 
ТФАФАз фе ФА 
绝对 收敛 。 
HORRA 


| 1+5 +46 рх 
ВСВ) Т, THN | 
141.—max( У) la; 1)=0.9<1 


67250) 
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НОН ЫН ( 8-25 ) MIAKA. 
定理 8.4.2 设 4EF"**， 如 果 4 的 所 有 特性 值 都 在 等 级 歼 


Sier’ | (8-28 ) 
Юа, ЖЕЛБЕЗЕК 


DA? (8-27) 
绝对 收敛 。 如 果 А (О ШИШ РД — 4 ТЕ ЖО Ж (58-260 Gk 2k ШОБ, ШЕ 
(8-27) 2, 
[证 明 》 170 А f Jordan AW, W 
A=PJP-1=P(J H, He PU 


其 中 
бода 1 
aa 
1; 一 {8-23 у 
e] э. 1 | 
Ї 
\ A d xd; 
因此 
Акер P- = PUEH He РЛӘР"! 
二 是 
Ујс.4* = РОН ++ +ЛОР-! 
ГЕТ Ёла 
m 


21.41 27 CHAI 2 CIA ka КОЛНЫ ЫГЫ 
Ујс,4* Saci s... DE Ak т 
>с} = 


一 204 一 


дир 


| ci = каны) 4 1 


Га 


£ каа Усал ниёзе, H |4 >R BE, Ус, ЕЙ, 5 <E i, 
i= k= 
级 数 


k= ао 


27 41, Ус, me, Dark Tk dt DAN 
CE-I] 
нани, ИЖ, #Щ 


Xxx, A, Zec Д2, =s, >с» ap tt! 


irg Ea 


BRANKA. Fi, (8-20) HARRA RERAN KARA 的 LALR 时 ， 
DTi ЯНЕ, ATR асс, shkak, 1 


定理 8.4.3 раа 
ІФ+ФА+Аз + ФАРБ ' € 8-30) 
绝对 收敛 的 充 要 条 件 是 А 的 所 有 特征 值 的 楼 小 于 1 ， 且 其 和 为 (一 4):。 
(HEI 因为 赛 级 数 
| ї+5+52 十 we +h +... 
的 收敛 半径 为 1 ВИ А ЕГНЕ ДЕТКИ ВНЕ h T rh, шй 8.4.2 А, @Ж(%- 


30) 绝对 收效 。 
Kz, RA ( 8-30 ) АНК, WU ` 


limAt=0 
k -> 


由 定理 8.2.2 知 ，4 的 所 有 等 征 值 的 模 小 于 1。 
下 面 来 计算 级 数 ( 8-30 ) 的 和 。 
因为 级 数 《 8-30 ) аниа, ті T-A 本 身 作为 和 降级 数 也 绝对 收 敏 ,由 定理 8.3.4 知 ， 


UAUA A Ф Atp] 
ЕНН, Ж 
QHA ФАТА At pana ` | 1 
ЖЕ 8.4.1 14161, 17—-АЫ51-„А Eak, 
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“证明 )” 当 141<1 时， 由 例 8.2.1 知 ，4 的 所 有 特征 值 的 模 剖 小 于 1， 因 而 由 定理 
8.4.3 可 知 (I-A EE., X H |— Al=|Aj<1, а=) 
存在 。 | | Е ] 

定理 8.4-4 设 141<1， 则 对 任何 非 负 整 数 上 ， 有 | 
ПА 552 
g Е 1— ГАЇ 
© (ШЫН) “因为 |41<1， 由 推论 8.4.1 知 ，(T 一 4)-: 看 在 ， 又 因为 对 任何 非 负 整数 
有 


|1 Ау (+АЪ+АЗ +6 РА |< ( 8-31) 


I—((I+A+A + БАР) 


+(A:+1 Аа ep A CTA) 


— ДЕФА 
Ж 
(I—4A)-1(T+ A+ A+... HAY 
= АЕ БА pee HATHA Hg Ay": 
记 | 
B =А ФА фе БАЕ 
因为 
lim +120169: ру 
i — co 
所 以 ， 有 . 
lim В,= (1 Лу (ФИФА Б. At) 
1— = | 
从 而 ， 有 | | 
Ау: - CI+ A+A: + +At)[=lim|B,| 
I — = 
但 


|В, 04531 HAEN Hei AET] 


SJA EE HAE Tee HA 


JAJ jA 


= — 


一 加 
故 对 一 切 正 整数 二， 有 | 
peda | 

l ра 


радо ачаа. клор 


1 
| =j 4А] 
ATAS, FAE 
| х? x? xt 
Itet- ts tt Т + 
x? xt х? 
lt Kora DI T 
_ ХЗ _ ҮЗ _ м. _ › ГЕ! 
зр вр i с> AFD 
ARAPE, ш EEH, WEERA 
I+A + ++ ТГ ++ 
А? Ді 
了 一 -一 k *.. 
21 41 “+C 1) ОР + 
A? Дв Azk341 
А -> 一 ”一 — һаһ — 上 mm *.. 
ТИШЕП EOD "браз T 


ЮЕШ. 

作为 向 量 、 矩 阵 的 极限 和 范 数 的 一 个 应 用 我 们 来 讨论 求解 线性 代数 方程 组 选 代 法 的 收效 
性 问题 。 

对 于 axa 线性 代数 方程 组 


AZ=b 
ЖЕЖ", КБА Мева, E 
lim Z,=Z° 


如 何 有 具体 构造 41 之,} 255 EOS И ЖОКЕЙ ERAR. SERRI B, E (2,0777 
ФЕ АГЫН Т FW X 


Z. ıı =8Z, +4 (k=0, 1, 2, +) { 8-32 ) 


其 中 8 为 # 阶 方 降 ，qd 是 4 维 向 量 ， 并 且 使 得 (1 一 B)-! 存在 ， 而 
Z*=BZ*+d | | 
由 式 ( 8-32) iZ.) НЕТА Z, 称 为 初始 向 量 ， 依 次 可 得 。- 
2.=В#,+а 


: 一 卫 之 ,十 可 


这 样 ， 每 一 个 名 ,都 可 以 构造 出 来 。 
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nn 


ТЕЖ, Ж Ё B 满足 什 么 样 的 条 件 ， 才 能 保证 序列 2.) 总 是 收 伍 到 乙 +。 
定理 8.4.5 对 任意 的 初始 自荐 Z, 和 任 孝 的 自由 项 d, BA ( 8-32 ) E BJ E FE $l 
(ZIERT Z* 的 充 要 条 件 是 抢 阵 了 的 所 有 特征 值 药 模 都 小 于 1 。 
GER) 充分 性 设 8 的 所 有 特征 值 的 模 均 小 于 1。 依 次 将 名! 代入 号 ,，Z; 代 人 
Zas "e, Pf 
f Zı=BZ,+4d 
Z:=BZ +d=B:Z, +5d+d 


| 2.=В2,+0=В%2,+В:а-+ва+а 
| ( 8-33) 


| Z,=B:'Z,TBti-1d+B:i-td-+.- + Bd--d 
= В ОЪ ВЪВ БВ) 


由 假设 和 定理 8.2.2 ， 有 


limBt=0 
k— 


再 由 定理 8.4.3， 有 
I+ B+ Btt et Btpn] e Ву 
FEHR (8-33), 得 
lim Z,=(1— By id= Z* 
Hp 
Z*= P Z*+ d 
必要 性 ”因为 Gd 是 任意 的 ， 训 可 取 d=0， 这 时 有 Z°=0, (8-38), Ж 
Z,=B:Z, | | (8-34 ) 
Н (2-34), Ж 
lim B*=0 


k — а 


假如 不 然 ， 引 中 至 少 有 一 个 元 素 对 全 PRATE. KiE 
2,=‹0, 0, +, 0, 1, 0, s=, 0) 


FRAR- 
Z= B Z= (bis, bi’ "y biy), ©, ры?) 
жка. ЗЕРЕН М. ТЕШЛЕ В.2.2 i, Бур A Fa {И BD Ec HU h 
于 1。 ` 1 
推论 8.4.2 如果 对 某 种 与 向 其 相 容 揭 苑 数 ，13 <1， 那 么 序列 Z неа zZ, H. 
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i 


有 误差 估计 式 - 


12#—7,|<- үр lalt ZD О (8-35) 


(证 明 ) ”推论 前 一 部 分 的 结论 由 定理 8.4.5 可 以 直接 得 出 ， 下 面 证 明 式 (8-35 ) 。 
因为 
=(1— В): 
而 | 
Z*—Z,=(—By'id- (I+B+Bi t. +B- yd— B: Z, 


= [((Т—В)у-%—(1-ЕВ-„ Bp. + Bt-15d- BZ, 
FEHEM В.4.4, Ж 


12*-2,1< дан ill 


< га [+12,1) 


8.4.2 对 于 方程 组 
asa 
3x; — 20x, = 26 
人 


X, =0.15%¥;— 1.3 


或 
Ха i 0 —0.4 ` “Ay: 和 1.6 ` 
kz: 6.15 0 “Жу, 1—1 3: 
记 
26 0 0.4 1.6: 
100, 0.15 б, —1.3⁄ 


取 Z,=(0, 0” 由 
Z,=BZ,-i+d 


得 到 Ж: 
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£ Сй? zk 
0 О t Е 0 
1 Е Е 1.8 —1.3 
О 2 2.12 _ 一 1.6 
s W nas 
4 C олам 
в Си 1.99856 | І 1.00108 
i Š ww | —1.000218 


由 向 量 范 数 | 上。 € 
[4 [..==1.6, {2„|„—0, 18]„=—0.4 


于 是 有 估计 式 


6 
(Z+ Z aLL XLS 0.011 
120.4 


т —— ш 


8-1 3Elim A,=4, lim Л, = В, ЕНД 
ш —= 


lim (aA РВ.) =аАФЬВ 


т 一 = 9 
其 中 人。、5 为 常数 。 | 
8-2 Ж limAn=A, limB, — B, P, Qe Fx 证 明 
т 一 > = т 一 > ся 


limA, B = AB 


limPA,Q= PAQ 


н — гю 


8-3 ШВА: ЯМЕ АСР“ 


АА уь At 
cosA =I + 41 +‹—1›) КӨЗҮ + 

. Дз As РЕА 
in A = A — =e a 
sin 5] + 51 十 《一 了 5 


хни, 
一 210 一 ` 


8-4 证明 定理 8.5.2, 
8-5 证 明 推 论 8.4.2。 | 
8-6 ЖАЄ", i sin А ficos A hA 8-3 EX, ЕТИ 


C1) costA-+sintA=F 
(з) 5 A5=BAM, | 
sin( A+ В) = зіп Асоғ B+sin BeosA 


cos( A+ B)=cosAcos B — sin Asin B | 


eti В elteos B+ isin BY , 
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第 九 章 矩阵 函数 


矩阵 水 数 是 答 阵 分 析 中 的 一 个 喜 要 内 容 ， 它 在 常 答 分 方程 组 及 系 鲍 理论 中 均 有 不 少 的 应 


用 。 . 
K ilis) А; EEST, ЗЕРЕК КРЕ XU ЛД, B ЕС БЛ ДКК, 


89,1 ESTA 


定义 9.1.1 AECH, рд) а "a, 1" hha a, (91EC) 是 一 个 
AB S yK, MA REA, НГАЛ = 1, ЈА 
аА" ta A+a,l 
ЗКУ ЕР ЕЙ, IiE РСА), Bm 
p= Attan А" pe tarda (9-1) 
Fart, ШЖРО) ym ESE Tt, 
两 个 矩阵 多 项 式 1(4)、p:(4)， 它 们 的 和 与 积分 别 为 
s bO0CAyTb.C4)=(bpi+pb.DCA) (9-2) 
bi СА) р. (4) = (ра ра) (4) (9-3) 
其 中 (bi pa) СА), Сара) ЭЖЕКЕНИ Ф MA РСА), AO 求 它们 的 和 与 积 ， 
然后 在 所 得 到 的 多 项 式 中 ， 将 41 换 成 4{，4'=1 换 成 1。 
下 面 来 讨论 矩阵 多 项 式 揭 性 质 。 
因为 纯 量 多 项 式 的 车 法 是 可 换 的 ， 所 以 有 


定理 8.1.1 },(4)р,(А4А)=р,6(4)р,у0А) 
定理 9.1.2 JEP =a nA" Haa ATT ta tan А РЕ Е 


Аз ) 
a=. A | 
Я | 
BI 
РСА.) ` 
н) клу | 
l ка. 


GEIM) MWA 
-n2 


sli = ! Ai {1=,1,2,+» M) 


MAAF 
HED =g A" +a, . ATEH +a, A+a,I 


k З А" \ 
| | 
i; . | `". 
дт. N . At- 
Ai | “1, N 
| 1 
| 
| 1. | БА 
| 4,) 1, | 
Уја, А+ ) 
і= 0 


: ша 
py k | 
[| 
pA) | | 
- кы | 
РОЛ, j 


定理 8,1.3 A P EERE, HU 
pP LAP =P- pA) P 

GEW) h (PAP) =P- AP, ж 
PPAP) =а,Р-1А"Р+а, PA" Р-р. фе P APpha, P IIP 


A 


=P anA" Eia Anta Aa DD P 
=Р-10›(АУР 


由 定理 9,1.2 和 定理 9.1,3 可 以 得 出 计算 矩阵 多 项 式 的 一 个 方法 。 
ШОБЕРЕ 4 的 Jordan 标准 形 为 7， 故 


Р-:АР=] 
其 中 


А, 4, xd, 


于 是 ， 由 定理 9.1.2 和 定理 9.1,3， 有 


PARE 


一 214 一 


CA = Pp)P-! 
0671) 
=Р РО) Р-' 


р(7,) 
б с срна 
А Zi CC +1 
了 一 H 
Сүт 


ил) DAD де SI 


БОД). 


o= 


чеп 


(9-4) 


Й 


и 


Eh p Gah Ouen TOG О rC E Д = д, ВОИ ЧИШ. Erdo 代 
АЗ (9-47, WRH rD 。 | . 
例 9.1.1 设 


з а о 
= 1 1 |] 
I —1 aR 


РОД) = At -24%+ 4—1 
IRID a | 
Өй; EREA р Jordan 标准 形 为 


“2 1 0` 


1 0 —1! . ÑO 1 一 11 


[2 1) 
J 一 | |” I, = {27 
| о 2! 
2) Р) | {1 9 
因而 Ji = | | 一 
| o 002) lo 1 
b(,.)=(p(2))= (1) 
于 是 А) = PpP 
Š 1 оа 1ш 


[1 оо 

| 
= 95 —8 9 | 
а 一 9 102 


#ЕЖ ЖД ЖОР, ЕРЕК Z IARE hE ЖА ЖЭ EE b hz. 
定义 9.1.2 RACC", WE О, 


p(4)=0 


一 %1F 一 


ISAAA) ЖАА КИЕРИ. 


ЕЛЕЕ #Д др, КЖФ St K EL Pi HU O 32 Л AUR А ШУ А К. ПЕ Palda 


定理 9.1.4 (Cayley-Hamilton ZÆ) BAE napra, E 
D(Ay=det(AI— А) 
一 ec 


是 44 的 特征 多 项 式 ， 则 


D(A) =0 
НП As-Fe A" p рс A+ l=) (9-6) 
CHEBA) 2 B Жн AT АЛУ БЫН, ОШ 
(41—A)B=D(24)1 ( 9-7) 


M ВЖ -AMn NATA, MACE 4 的 多 项 式 ， 且 次 数 最 多 是 2 一 1。 


光 ， 方 上阵 卫 的 每 个 元 素 都 是 4 BERR, HAERE Enl, Б ЖАП ДЕМ, Ж 
В 11。 二 13 十 十 
Җир Baar, Baione, Bi, В. BASRE, МОВ, 50. BERRAR (9-7), Ж 
(AIAMAA B... HATT B, Hm A B, Eg) 
=A -Hea ATT Hee (A-C yI 
ELARRE 
A Bea HAH Baa AB, Tea В„— АВ,У— ИВ, 
=A pea ATE + вс A +e F 
tt ЕИН, # 


ID... AB, ,es! 


| дее чаа атаны а явада тее ваа эзе аза 


|B, — AD, =c È 
` 一 4 а^“ c ol 
TE H =I 


| Paata pAn O IC T I+ A 
| В, =. AB, =, 31+. A+A: 
B Saa. AUT sqa die T 
再 四 —АВ,=с,1, 有 
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W 


ACGA'-146e6,- AT +++ He A+e I) +c, I==0 
即 | A'e, 1 A"! ee +, A-Fce I=0 : T 
定理 8.1.5 4 的 任意 化 零 多 项 式 都 可 以 用 4 ЛЕВЕ, 


CEW) 我 们 知道 ， 对 于 任意 次数 大 于 最 小 多 项 式 СД) 次 数 的 多 项 式 了 44) 可 以 写 
成 


2\4)=#„(0\4)0@00Д)-Ьт(3) 


Жү ri 的 次 数 小 于 .C44) 的 次 数 。 . 
假如 (A) 不 能 用 fali) 整除 ， 即 7(4) 寺 0， MARIO) ВАЖЕ Ж, У, 
=0, MH. #04) =0, 于 是 
(Ау. 


Жз» m rO) КЖ 0,02) 的 次 数 小 ， 此 与 @, (4) &8 hg 36528. 1 
推论 9.1.1 Ж ЕА 52 КЕНЕ. 
. GEH) ya Pa 是 4 的 两 个 最 小 多 项 式 ， 故 其 次 数 相等 。 由 定理 9.1.5，Y* 和” 
可 以 互相 整除 ， 于 是 ， 有 


фа=афь, а УЫ 


因 у, VRET 即 最 高 次 项 ) 系数 均 为 1， 故 必 有 4 二 1 。 . 1 
油 定理 9.1.3， 有 


pA) = 049p PAP- 1)=0 
这 表明 ， 相似 矩阵 的 最 小 多 项 式 相同 。 这 样 ， ЖАЮ Pa (2) нши % 
研究 与 А 相似 的 Jordan 标准 形 的 最 小 多 项 式 。 
我 们 知道 ，Jordan 标准 形 的 特征 多 项 式 是 
Ред) (АД) Д) (1 — 1," 
其 中 1144 ,是 4 的 相 异 特征 值 。 可 以 证 明 ， VE d, Ж A BJ Jordan JE J 中 包含 4; 的 
最 大 Jordan 块 的 阶 数 ， 则 4 的 最 小 多 项 式 为 
Pal AO A 


根据 上 面 的 结论 ， 我 们 可 以 用 初等 变换 求 最 小 多 项 式 。 
@[9.1.2 求 矩阵 | 


м 
l! 
©з ©з 
| 
r = 
©“; mm 
memur m 


的 最 小 多 项 式 。 
(D МАЈ ordan 标准 形 为 
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| А (А+1)*) 
所 以 最 小 多 项 式 为 | 
#„=(4+1)° 


下 面 我 们 再 介绍 一 个 求 最 小 多 项 式 的 方法 。 

令 B(A) 为 特征 矩阵 41 一 4 ERER, Рд) = [41-4], 人 为) 中 和 元素 
的 最 高 公 因 式 。 

定理 9.1.6 Жр А ДЕЛУ ШКА 


PUDER- | ( 9-8) 

[证 明 ] 由 Bt4) ЕУ, Ж 
BANAT —A)=DAM | (9-9) 
Ф 1A С(4)= 24) (9-10) 


因为 矩阵 ВСА) 的 元 素 是 4 的 4 一 1 次 多 项 式 ， 所 以 可 设 C(4) HERRE A Йу melk £ 
MA WAN m<n, TA СОД) 可 以 写成 


Сд) = Сд" +C А" He tC a AC (9-11) 
Җир С,,С., 6, Жл ЖЕЕ 


| = PA). _ 
设 ВСА 1735 (9-12 ) 
HK ( 9-9) 可 知 ，D(4) 能 被 d( 1) ЖЕ, НЕ Ж ткл, у 
ВАЊА" Ба дт фа Аа (9-13) 


先 来 证 明 #04) 是 4 的 化 零 多 项 式 。 由 式 (9-9) 与 式 ( 9-10 ) ， 得 


COA AT -A BA) CIA) 


d(A) 
= DO) кз 
А) (A) 
HA (9-11) 和 式 (9-13 ) 代 人 上 式 ， 得 
CC ATEC A ten tC nA ACn AIA) 


(Ата дт Han A Faa) 
比较 上 式 两 端的 系数 ， 有 
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一 Cd 一 Ge 


ЕД ATAT е, ДЕНЕ БЖ m+1 个 等 式 ， AARM, 得 
Aqa, А" Het anA pan IE 
Hl ВА) =0 


中 次 ， 由 多 项 式 理论 知 ，4 一 #21 $4) 一 .tH)， 设 
PaA PA ga 
以 11% % л, Aw н, ж 
фаду фу САГ A)g(21,4) 
ж 9.04) =0, Д, Ж 
#„(АТу=(А1—А)( 41,4) 
或 С PaAI СА 898641,4) вно 
以 BC4) ЕФ ЬЕ, Ж рОН 
Ba AIBCA) = BO CAI—A)g(AI, Ay. 
由 式 (9-9)， 有 
| gCAI BOYS DTECAL, AY 
HR (9-10), 有 


D) | | 7 
Ф, pC T -BC Al, А) К бз сз 


=h(A)gOAI, A) 
T (A) 能 整除 p DOCU) РИИ + Ж, BCD PEREM, се 


Palà) ВН 2. | к 
TESEI RES, ka - К А 
例 9.1.3 ЖЕШ. | 
2 1 0 I 
A=] —4 —2 0 
2 1 Ü 
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的 最 小 多 项 式 6. CA), 
(W) 4 的 特征 多 项 式 为 
也 (4 一 | 47 一 本 [一 4 


了 2 А 0 ` 
而 BeA)=| 44 42—24 0 | 
24 À 3? 
于 是 4(4)=4, 因而 
D(A) ñ 
Ву TÀ 


HERRES ЛИ Б ДЕЛУ MNA F 53:38. 
定理 9.1.7 矩阵 4 的 特征 多 项 式 D(4) BEHARKE 4 的 最 小 多 项 式 0, (4 的 因 
式 ， 因 此 ， 符 征 多 项 式 的 根 也 是 最 小 多 项 式 的 根 。 
(ШШ) 由 式 (9-14)， 有 
Сф. Сд)" = (д )деї( (ДІ, А)) 


于 是 DOD ВВЕР НЕВЕ (YY。(2))"， 因 此 也 能 整除 (4)。- 1 
推论 9.1.2 FER 4 网 特征 多 项 式 D(4) HERAA, WAHREN A Pali) 
D(A), 
类 隆 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 是 丙种 重要 的 又 常见 的 化 零 多 项 式 ， 
ЖЕ 4 的 化 零 多 项 式 在 计算 柴 阵 多 项 式 姑 4) 时 十 分 有 用， 现 简 述 如 下 : | 
ëk z Уу АЕБ Ж ДУ S д д} 32 Ю(А)›=Чеї | A-A pali), 
2\4) ЖИП 4 ЇЗ s k ps, {>л рт) 时， 由 多 项 式 理 论 知 


э(3й)=Ю(4)4,(4)-+т1(4) 
或 ВСД pal A LA) +9020 
其 中 ri CA) 是 次 数 小 于 4 的 多 项 式 ， rO BREDE n NEAR, AYDAR Pali) 
是 À Te £ DX, MA 
| РСА) тС) 或 р(Ау=т.(А) 
这 表明 求 РСА) 时 可 以 用 一 个 比 РО) КЕШ; А nO RNO RRE, її CODE 


т, ШИИ РСА) 要 简便 。 
9.11 设 


2 0 "| 
Asji а 
| i —1 з) 
ВСА) = At RA ASL 
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试 计算 фі). - ` | 
(D ADRESLER DO 和 最 小 多 项 式 (4) 分 别 为 
Оду (2), gd): 


岂 允 项 式 除法 得 
| ФА) = ОСАКА ФА) (1241—3944 31) 
或 . 
РДУ Pal ANATRA HAAA —17) 
ri(A)=124 2 —394 +31, r23(4)=94— 17 
易 知 | 
rl 0-0 


t | 
Waw iah =8 9 


最 后 ， 我 们 来 过 论 给 阵 4 的 特征 值 、 特 征 向 量 和 了 (4) 的 特征 值 、 特 征 向 最 之 间 的 关 

定理 9.1.8 W lisha, ВИНЕ АЮ n AE, X, 2k À CF 41 的 特征 
НН, PDS anA" Ean ATT 1 6 Ба л +о, 是 纯 量 多 项 式 ， 则 

(1) ФОА: ВОД а) е ВСД) E РСА) HRE, B pA) 的 特征 值 也 只 能 是 fp(43)， 
БОА ,рСА 0. 

(2) Хрл РРЛ) 的 转 征 向 量 。 

(ШЕН 由 定理 9.1.8 的 假设 ， 有 


AX,=A,X, 
于 是 MAN; =la Atag AT 了) 六 
=a, An X a, 4" X T+ aa AX +a, X: 
一 en 入 Han AT X + +, A X +a, X, 
=ar 十 À a A ra )X, 
=b A X, | 


ЕЛА Жз ЖЕЛ, pA :} Ж p( А) 的 特征 情 ， 旦 对 应 的 特征 向 量 为 Xio 
-ERDEN РО 4) {ОРЕ А ВЕЛЕ PA), Pa), =°, РОД.) 
Е А Йу Jordan 标准 形 为 


J= 上 7 十 十 7 


因为 AL)= PC7D)P-1， 所 以 AL 与共 7) 相似 ， I W D Б 207) 有 相同 的 特征 值 ， 
HP е O BERAE РОГ) 的 峙 在 十 。 由 式 (9-5)， 有 ` 
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x 


o DAD | 
| 


д, ), 


э РСТ) AED БСД). Ж РСЕ ИВЕ СДО) Да P(O. 2 
需要 指出 的 是 ，4 的 特征 向 量 也 是 РСА) 的 特征 向 量 ， 但 РСА) 的 等 征 向 量 则 不 一 定 是 
ARERR. Ж, P 


了 的 特征 多 项 式 为 
ед1 8)=64.—1)%64 —2) 


Жл 的 4 的 特征 向 量 为 (1,2, 一 1) ， 对 应 于 4=2 的 了 的 特征 向 量 为 ( 0,0;1 ) 。 
设 交 4) 一 42--24 二 6， Hi ` | 


和 a 
озу. rof д. 5 б 


| —1 1 6 
PA 的 特征 多 项 式 为 
det( AE —p(A))=(4 —5)*%(4—6) 
=‹(4—р01))%65—р(3)) 


对 应 于 A =6 Ry 204) 的 特 在 向 量 是 《0 0, І), 对 应 于 ¿= 75 #0264) 的 特征 向 量 是 ( 1,2， 
—1), (1,—1,2). 
EA, (1,—1,2) 不 是 站 的 对 应 于 А = 1 的 特征 向 量 。 


$9.2 HELIKA 


由 例 9.1.2 可 知 ， 几 个 次 数 不 同 的 多 项 式 区 1)，ri(C4)，ra(4) 在 满足 菜 此 条 件 时 就 
有 4)=r1(4)==r:(4)。 这 就 是 本 节 要 着 重 研究 的 问题 。 

定义 9.2.1 WAECO, Ar X44，…，4, 是 4 的 互 异 的 特征 值 ，4 的 最 小 多 项 式 
为 + 
DA AA 
车 一 个 给 定 函 数 О) 具有 足够 多 阶 导数 ， 下 列 m 个 值 
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FAD СД), д) 


[ 


PaP Des F TE OAD 


FOAD fF CA Dae СА) 


FA CA) 关于 矩阵 AHERE. Ад Е ТЕТЕ, БЕРЕРИ OD 在 44 的 谱 上 有 定 
М. А А i 

显然 ， 域 C 上 的 每 一 个 多 项 式 在 任 一 矩阵 .4E C*** 的 谱 上 有 定义 。 

定理 9.2.1 EACC "的 最 小 多 项 式 0.02) 在 А6918 БИНЕ, 

(ШЕН) 显然 


PaA = Сда) nC 
Pali) 的 一 阶 导数 是 
ВСД = СА А) AA СА д) 
аА SAD AA нА 4,51: 
+. | 
HACAS AD AS Да) (А-А СТ 


于 是 有 
PICAID= PCAN yA) 0 
类 似 地 ， 有 | | 
\ UCA СД) = 0E(2,)=0 | 
如 此 继续 下 去 ， 便 知 命题 为 真 。 | 1 
定理 9.2.2 车 多 项 式 PAD # 4 98 0918392, 则 PCA) 必 可 被 4 的 景 小 多 项 式 
整除 。 
GEW) 因为 


c, 


POAD=P (А i= =p (C4)=0 


所 以 多 项 式 p(1) 必 含 有 因子 (4 一 411)”! o AM, РД) САА), ASAD 
ЙА. 1 
定理 3.2.3 EAEC, p (2). В.С) 为 两 个 纯 量 多 项 式 ， 则 PiC4)=ps《4) 的 充 
要 条 件 是 了 .C4) 和 所 (4) 在 4 的 谱 上 的 值 相同 。 
GEH) 必要 性 Hp D= CA). Mr 


ACAS PAIPA) 
11 ВСА) = p CA} р. (4) = 0 
ШЕ АО) 为 АКЕ ЦУ. СЛ 可 以 被 4 的 景 小 多 项 式 Va) 整除 。 令 
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ICADSECRIP CA) 
部 PERI Pa CADAR aCA) 
由 定理 9.2.158, Pal 在 АЙЕ БАЛА, TER 
| POLA МСА 0 Gl m,r; Ё©0,1,2е,4,—1) 
Á PLOCA D= CA) (j =i, 2er; Ё=0,1,2,+е+,1,—1) 
EDE BED, РСА) 在 4 的 说 上 的 值 相同 ， 命 
СА) CA) PCA) 
MECO 在 4 的 谱 上 的 值 均 为 零 ， 由 定 限 9.2.2 M, АЛ) 可 以 外 4 的 最 小 多 项 式 СДО 
除 。 设 
b CA)—-paCAY=h(2)=8(A)0,(A) 
于 是 o. 《一 由 
Rl O MDEA) | 2 


推论 9.2.1 SARDA) ЖА ДЕ ЕЛЫ ЛЕДЕ pO) 在 205 E M 08 Ж 
零 。 ` 
FRPR AERES TROE ЗШЕ АСЛО 给 出 CA 的 定义 。 


$9.3 ЖЕЕ X 
矩阵 函数 有 凶 种 定 浆 方 法 ， 下 面 我 们 用 悠 阵 多 项 式 来 给 出 一 般 交 矩阵 函数 的 概念。 
Bacen, A 的 最 小 多 项 式 为 | 
САА Ау ЗСД Аа) СДА," 

其 中 Asotes А, А А RRR КЕШЕН. 

щш 8.2.35, Ж ЛШ Е-Е, HER 4 Tm K 48 Fj. ЮЖ 
ж, MEA HRERS rA) KH КАЖАН БЕЛАЕ. 

EIOD AEA, REENER OO 是 矩阵 多 项 式 РОЛ) 的 自然 推广 ， 就 必须 机 要 


RENEA 的 谱 上 有 定义 。 为 此 
定义 9.3.1 REA D 在 4 的 说 上 有 意义 ， 即 


| FOCA) (ре 1,2,9 ғр E=0,1,2, d, — 1) 
”有 确定 的 值 。#( 4 ) 为 任 一 多 项 式 ， 如 果 
СД = рол.) 
ШЛ 5204) ЖА ОНЕ Н, ИШЕ СЛ) 定义 为 
кл) 
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由 此 定义 可 见 ， 对 于 任 给 矩阵 АЖ ЩЫ FC) ГОА) Е. Biim СА) 


in4， 那 么 当 44 的 特 低 信 为 零 或 负数 肝 ，f(4，) BER АТ (4) 就 没有 定义 。 此 外 ， 
满足 定义 的 多 4 ) Е. 


89.4 KEF i thy E Jn 


ШАВЕН (A ЕУ ОР, E EBE £ N OK, Ai CEAR БИЗ 
利用 矩阵 陪 数 的 性 质 ， 不 但 可 在 已 知 4 的 Jordan 标准 形 的 情况 下 轻易 地 计算 出 Ca), 


还 可 以 建立 4 和 大 4) 的 Jordan 标准 形 之 间 的 重要 关系 。 


一 
Ie 


Ро. f: ERREA, MEX 9.3.1, 764) FTES РОЛ, К 些 性 质 也 成 


定理 9.4.1 AEC, Hi 


(1) АРСА = СА) А {9-15 ) 
(2) СР аА) =, САУСА) {9-16 ) 
3) Gafa KODES CA f (A) (9-17) 


GER # f. fi «ЖЖ ШК, WA (9-15), (9-16)Ж1(9-17) 9 PR K ar, 24 


1 
定理 9.4.2 АСС" ДЕЛЕ ДИН 
4, 


`A, 


83 14 在 4 的 谱 上 有 意义 ， 则 


(9-18) 


GEID 首先 ， 对 任何 多 项 式 a( 4)， 有 
(сл) 

gAs 1 g( A.) | | 

К ` 504,05 


Ф, К (Лә ЕЕ 3 Bu ye 上 与 КА) Жюл, 风 有 


"т 

~ 
i 

~ 
— 


КА) = р Ау= 
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\ 


Жа, РА о) 的 谱 是 4 的 谱 的 子 集 ，f(4) 在 每 个 4,(1<i<<!) 的 谱 上 有 
EX, WH. HARE FO RDO E AB LARADE, MAENE А,(1<762) 0 


WEERA. TE MA =p A), WR (9-18 ) 成 立 。 | 1 
定理 9.4.8 ША, B, PEC", 其 中 В=Р-!АР, R f(E AB EAr Ë х, MM 


{(Ву=Р-1}(А)Р 
ПЕМ) HAA, ВЖИ, WETA ЖАЙ S h i, TË, EIO) 是 在 4 的 谱 上 
与 f{4) 一 数 的 多 项 式 ， 则 它 也 是 在 B 的 谱 上 与 САД) 一致 的 多 项 式 。 从 而 ， 我 们 有 
Ау A)Y, В) (В), (Ву=Р-!р(А)Р 
于 是 FOB = P-'f(A)P | | 1 
册 定 理 9.4.2 和 定理 9.4.3 可 以 直接 得 出 下 面 的 定理 。 


定理 9.4.4 RAEC, А=Р]Р-!, аһ 
ТА ` 


| ОЯ; 
Ж 7 Во Jordan Е, J, 是 对 应 于 A; 的 Jordan B, MH 
/FTL) | 
КА)=Р Оа). | p~: (9-19 ) 
ча, 
定理 9.4.5 设 7 是 对 应 于 À, 的 Jordan M, 


КИ 
А | д h, | 
A 


+. ] 
И "а ха 


如 果 f(4) 在 4, ВА R /一 1 阶 导 数 ， 则 


ft! (A) 


Р 1 æ Í 
КАО Pa) Bf о рту 
А . 1 11-11 
К) Рао "рро 
FAGD 
С 9-20) 
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UED 7, 的 最 小 多 项 式 为 
(4—5,)! 
POOD 在 7 OR ЕШИКЕ 
je 


Ф КОРА ООА ООСО садо 


BAJO 与 大 4 ) 在 7， 的 谱 上 的 值 相同 ， 所 以 РО 0-Р), +E 


fg O=fO( HEE AOGA Dheg БОС оу ду 


(I—1)1 
| | { 9-21) 
FREJ ATAR., 有 
0 1 0 = 0 oy | GEEDZ 
1 

0 i s. or 0) | 0 +=. 0 1 “| 

| 0 1 «0 | Е 

JA D= E ЕЯ = б. 1 

| КИ 

1 | ШЕ 

БА ` 0 

0 


RAI (9-21 ) ， 便 得 到 式 (9-20). 
Ж (9-19 ) ЖЕРЕ ТСА) 的 Jordan 表示 。 
例 9.4.1 ШЕ | 


Ж ККА) 的 Jordan 表示， 并 计算 et sind, 
(W ЖЕЕ АЛУ Jordan 标准 形 为 


2 1 `] 
1=10 2 0 
0 0 
дЕ Р) 
| 0-1 1 B 1 0 
P= |] 1 0 oh P-1= 1 —1 1 
1 0 一 1 Ё 1 —1 
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б юу? 六 (2) 
0 Fo) 
ТЖ, AERA }СА) 的 Jordan 表示 为 
FD P 0 
40-0 0 1%) 0 
lo о Fe 
0 1 г 12у 
= 1 К 
1 ‚м V O 
ү }‹@) 0 
=|f'(2) {‹2)—}'(2) 
ft2) =F 
当 fame В, ЩА (9-22) 得 
fe 0 O 
е | ет 0 | 
le? 一 ez ое?) 


当 fO )y=sine BF, HA (9-22) 得 


{102 0 
, i . 
sind= [cos2 sIn2—cos5 
1 
| 
А 


ns — с052 


35 Кх)=е!*, 其 中 i 是 参数 ， telt, 
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| fO; 


)==1 (2); 
|. 
у] 
F) O y 1 о 
; 1 
KD olji =t ıl 
| | 
Р)! P 1—1; 
0 У 
ў' (2) | (9-22 y 
PDIF 
0 ; 
со&2 


51094 eos? j 


cah RIB ‹ 9-20) 可 得 


zd, xd, 


"L Mxd, 


$9.5 ЖЕЖ Lagrange-Sylvester 
内 播 多 项 式 表示 


根据 矩阵 函数 的 定义 知 ， 可 以 利用 和 纯 量 函 数 FC) 在 矩阵 4 的 谱 上 一 臻 的 多 项 式 
2(4) 确定 有 (4)。 一 般 说 来 ， 这 种 多 项 式 不 是 唯一 的 ， 而 有 无 数 个 。 但 是 其 中 比 4 的 最 小 
多 项 式 (4) 次 数 小 的 只 有 Lagrange-Sylvester 内 播 多 项 式 ， 现 在 介绍 如 下 。 

ПИЕ 4 的 最 小 多 项 式 为 | 


Pal ADEA А TATA) СА А)" 
: (4,4. 9+4, =m) 
И РОЛ) 的 次 数 小 于 m, MTE A/P 展开 成 部 分 分 式 
M2) _ < as: _ йз „у fa 
| 1 t У] 


Pat AD k=1 CAA) t Gaa t CA— À, 


不 难 验证 上 式 中 系数 es， 可 由 


81-1 PARSAD рд) 
атл | da -( Pali) 1... 
(К=1,д,+ө,ү, {=1,2,+#,@,) | ‹ 9-24 ) 
Ва, 09-240) А) 的 数 丁 实质 上 是 4) Æ АВЕ ЕМИН, #k E (A = ADE 
EPOD TE A ME EATE ЛС А) ДЕ AWER ERER, E ( 9-24 ) 可 改 为 


1 dai! САА, y° EFCA) 
fam ПЕЧУ УЫ Pali) у 2), (9-25) 


q. 一 


H 09-25) 得 
D= Уа, aA hahh ag AAD TOA) 
t= i 


( 9-26) 


—2329 一 


ia is asas-asas sari" pr ЧЫ snn җиз Өе, 


дон = sss Ap CA дад 


A) tA A) . (9-27) 


由 式 ( 9-26 ) 得 到 的 多 项 式 2( 4) {ИЖ Lagrange-Sylvester 内 揪 多 项 式 ， 它 的 次 数 为 nt 一 
1, KAD 5 FO) 在 4 的 影 谱 上 的 值 一 至 ， 于 是 


六 4)= Sas Tres 4— 0+ “+a САА) Т yo, CA) 


( 9-28) 
式 ( 9-28 ) ЖЭИЕ СА) 的 Lagrange-Sylvester 内 畏 多 项 式 表示 。 
例 9.5.1 E 
—1 1 9 
А=|—4 3 0 
1 0 2 


WR FCA) 的 Lagrange-Sylvester ру 228209678, FR е^, 
СЯ) BB ASE hi Л 


pnd) (AIA —2) 
FE A =l, 4 m=2, d,=2, 如一 LI。 代入 式 (9-25 ) 得 


an=] FCA) ]-- 


PLA) 
а [Мыз] аар 
TAa LpA шз, dA E Д—2 dise 
=-—['(}—[(1) . 
„ССА? КАФ _ 
| Ф.А) Ы! 4 一】 1=: і) 


RAA (9-28) # | 
| А) {РГС Са РСА DHA 2 HAAI 


(9-29) 
ж КА)=е*, 则 有 


HD=e , fi(l)=e, f(2)==e2 
于 是 ， 由 式 《 9-29) 有 . 
ex 一 [一 ef 一 (e 十 e)(4 一 —1))04—21)+е2(4—1)2 
= (е1 2<4)04-- 21) 4 e2( A— 1312 
一 230 一 


—ё е 0 | 
一 | —4e зе "| 
3e 一 ez де фе? ев 


‚ЖЖП реда бадал. HFA (9-26) 中 的 9(4) 实质 上 是 一 个 
mm 一 1 次 的 多 项 式 ， 所 以 将 式 ( 9-26 ) MAMA 的 降生 排列 便 得 


AA A 4 十 
BERA 01(j 一 0,1,2,…, 吉 一 1)， 则 箱 阵 函数 РСА) 为 
Ауа A" A ( 9-30) 
式 (9-30 ) 便 是 矩阵 函数 1( 4) BJ S£ Jika, m 个 系数 o pesan- 的 确定 可 由 РОД) 
与 12) 在 4 的 影 请 上 的 值 一 致 而 得 到 ， 即 由 
| PCA D= А) 
ye =F A) | (k=1,2,=*,r) (9-31 ) 


И 


(4, ТЯ 
可 以 解 得 Goslina- % 
例 9.5.2 设 
б—1 1 0) 
a=] -s 3 


1 0 2 


试 求 1(4) 的 多 项 式 表示 ， 并 求 6 人。 
AD 4 的 最 小 多 项 二 为 


#„(4)›=‹4—1)%(‹4—2) 


所 以 РСА) =а, 4% Hata, 
于 是 由 式 (9-31) 可 得 
aa +a, +a,=e 
И 24 1 十 Co 一 & 
2a,--a, =e 
解 之 得 
gq =e? —26, G =Ббе— 26, 2з =е? —2е 
所 以 


фС\А)=(е*—2е)Д*-Е(5е—2е#®)Д-Е(е*®—2е) 


a 


f(A) = (е2 — 26) А? + (Бе — 262) AT (е —28)1 


—6 е 0 
== —4е зе 0 


3e—e? Jepe? е? 


59,6 AERA NE ЛЕ 
车 将 式 (9-25 ) 代入 Lagrange-Sylvester 内 " 糙 多 项 起 (9-26)， 把 含有 所 4，， 
df) 的 项 各 自分 开 ， 整 理 后 可 以 写成 


DOAY= P CFCA Prol ADEF СДР А) He 
k=1 


(4—10 


+f (Афи, аа CAD) (9-32) 


其 中 ps СДС ==1,2, 6.6503 I=0,1,2,-.. d, —1) Жит 的 多 项 式 ， 它 客 全 由 A 的 最 
МЕ Ў.А) 衫 定 ， 与 所 取 的 效 数 JO A) ER. WE rD БК) АВК БЕНЕН 
1, PIEBE Pe: (4) 在 4 的 影 详 上 的 值 为 ИИ 


PLP CAL) =] 

PDCA) =0 іа 

| pii (A )=0 jak 

ШЖ, A ba (4) 实质 上 也 是 一 个 Lagrange-Sylvester у £ M Ao H b. (24) Ж 
司 ， 便 可 由 式 《 9-32 ) 得 


FA DADP DHE A ba A) + 


ka 


tdt 


+Í CA) di, a -: CA) (9-33 ) 


. HP perl A) (KF=1,2, I=0,1,2,.=.,d, —1) S f( 2) 完全 无 关 ， AE DCH Ай ж B9 W 
BER, AERE 4 的 分 量 。 式 (9-33 ) 常 称 为 矩阵 函数 的 基本 公式 。 HFF 


Phen f TOOD Ж fCA) 893288 EBE, MEAR C9-33) 也 可 称 为 谱 分 解 。 
же ЭЖФИПЯ КЩ ЖЖ ЙЧ ДЕРИ. . 
定理 9.6.1 Еж AEC"*" 的 分 量 104) (а= 1,2, ++, 15 0,1,2,9.,0, 1) 
ВНИЗУ, Е, тш О ШЕЖЕ ШЕ. | 
(ПЕШ) ЖЖЕННӘ SEO RSS pal A) (01,02,66, Ї+=0,1,2,++ ,4,—1) 2 ФЕ Ж 
关 的 。 
假设 存在 常数 ceeECc， 对 YEC， 有 


F 了 让 一 上 


之 2y crte l= 


t=1 (En) 
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“+ 


RY. KERA HE | 
(даса (Ё=1,2,+е ут; Га), 1,0060 10 
的 函数 ЎСА) О Lagrange-Svlvester р РС Л) {Н TE, ВЕТ 
| СДО Оса | 
BH re CAD 是 线性 无 关 的 。 
但 是 к= У) Seba CD 的 次 数 小 于 最 小 多 天 HAHAE, bli E R H 3 


k=1 [шш] 


2885, ЕТ € |, =Ü k=l, 2%. „F; I=0,1,2,. d1) 25; 不 会 得 到 Ы 


r d¿—i 
рС4) = > Dle e Pa CA)==0 
` 1гао 
HH p, CA) 是 线性 无 关 的 。 1 


TAREA- ВНЕ У ТОКА ВЕ ВУ A. 
因为 加 :4) 与 了 无 关 耐 只 与 АЖ, MAEHE С товат Bea 
考虑 函数 


k= 


—> 


“IA 
D(a) 


其 中 417 一 .0* AI ARRUE, DU) 为 4 的 竺 征 多 项 式 。 起 《9-34 ) 可 以 改写 成 

(21А) ROD Е 

DCIS С) 

其 中 pali) 为 4 的 最 小 多 项 式 ，R(4) 是 以 4 的 多 项 臣 (К ДЕ УС Л) J )2b ú Ж 
的 和 朱 阵 。 将 式 《 9-55 ) 的 右 端 展 成 部 分 分 式 


xw _ R, Р, ... Rsa,- 
У T = - + + + 85) 


则 Ау (АГА) = (9-34) 


К=з! 


其 中 R,, ЖЖ ШШ, ЭГЕ Ә АЕО А ЖШ ЕЮ ERA IH, 


_ 1 . f; 
1 84:71700 («=з ксл) 
iati 


R= 
HO (d,—I—1yr ад Pal) 


(С 9-37) 
此 外 ， 对 于 Reol, W 


Cry == H _ 
Кою = зг 


于 是 f CA) 可 以 表示 为 
一 333 一 


r 


= — k ñ А 
KA) > ор 1 пу? ) += 
+d) | (9-38 ) 
СА А) 
由 式 (9-36) 和 式 ( 9-38 ) 可 以 给 出 4 003-8. 
Pa (D= р, ' CElem rs [=0,1,2,.=..d , — 15 
R,, 可 以 由 式 《 9-37 ) 计算 。 
例 9.6.1 i | 
2 0 0) 
A=11 1 1| 
| 1 —1 3; 
ЖАЮ, Н е^, sind, 
(W) 4 的 特征 多 项 式 为 
|41—2А\|=С4—2)% 
于 是 4 的 最 小 多 项 式 为 
PaA 
和 矩阵 LIA [Б EMERE 
| [472 0 0 | 
(41—-А4)#=| 4—2 (4—2)(4—3) 2+2 
| 
\ 4—2 — 4+2 CA—2CA—1Y; 
由 式 ( 9-35 )， 有 | 


(2=2 0 0 
RGD= 1 4+3 1 
Ё 


ЖН (9-37), Ж 


då СА -- 2)? 


100 
к. | а арс |o | | 
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Аз (9-33), Ж S . р 
KOSOR DHE DRAAAY (9:39》 
以 fC4)=e? RAR (9-39), Ж i 
ex=e*R, i (4)+etR, (А) 

re? 1 0 5 
TA fC msing 代入 式 ( 9-39 )， 有 


sinA=sin2R,,( A) +eosz2R (A) 


fi 3 0 
=| cos2 sin2— os2 cos? 
\ соз2 —cos2 віл? соз? 


§ 9.7 кии жнт 


RERNE ERRE ЖЕ ЖЕ, КЛЫ ЛЫ ARER 
осо F $ 9.3 НАВЕС. 
我 们 知道 ， 对 人 纯 量 级 数 


еа ， дзн 
-54 тэ cos) = So Б; , > т С 1) REFIT 
| 是 绝对 收缴 的 。 ккк =, cos A Ж sind 定义 为 
DA, созде DOD- ) 
е -> Ер? cos A > 1>)*- г ‚ sinA4= X> Г НЕ» 


下 面 的 定理 表明 ， {ЕЭС ЛИЕ ЖО Ж S ИЕНА У $ 9.3 КТТ 
是 一 致 的 。 


定理 9.7.1 E 4 的 最 小 多 项 式 为 О уе 

PaE ASAD ASAD AA | 
FAD fa CA) (п=1,2,+е) 都 是 包含 41 242， A. FREDRE. 34 поо, f.(A) 
在 4 ®Е ККФ F ICA 时 ， 即 当 


一 2 后 一 


Tn i TE 


lim fiO OCASE СА) (9-40 > 
G12 [=0,1,2,..,4;— D 时 有 
lim f DSO | (9-41) 


22, ЖК (9-41) 成 立 ， 则 式 (9-40) 也 成 立 。 | | 
(还 期】 设 式 ( 9-40 ) Xo 7,00) ЖЕНУ ИЕЛ: | 


fa DE EF рь lOH A TRETEN 


ШЫ ki 
FUD MERDEER 


КА) = УАР (Ay f: (4. pa (Ayon 


izi 


(A,)b., ú = UA) ` (9-42) 


Cd sty 


+f ТЕКУТ 942) 
显然 ， 若 式 ( 9-40 ) 成 立 ， 则 Limf。(4) 存在 ， 且 等 于 f(4)。， 
友之， 假定 式 ( 9-41 ) 成 立即 
Lim fd) 090 


由 定理 9.6.1 20, АВЕ Н ЕЭО, ERA 9-42) RAC 9-43) А, АЙН 


分 量 的 系数 为 堆 , 即 о о... | 
На бос, рэд, у= 0 
1,2, 2, э Оша, 2, “* ‚4, —1), Е | 7 ЕС | | © 


推论 9.7.1 кашак 5), At саре та R>0, 这 时 对 全 部 特征 信和 部 在 半 F 为 

RAMAR ALEC GAs IZR; =l, 2, „юна 

Dea 
eate Ау. 

CD >, 

时 ， ГСАУ С 89. 3 定义 的 矩阵 函数 ) 满足 

көз Ўн Е 

чай ЕЛ Пр са. 


Ой) w 
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fata) = Seat 


НЕЩА БК ӘЯЛННЕПКИСЕ , iOD T ТАСЕВ 8 ik Ж, 因此 ， 对 于 
14›1<ЕҢ ЭБЕ 4, ШЖШ 9.7.1, Җ 


limf,CA)= PASA . ) 

要 一 = k= ‚ | 
9.7.1 因为 . 

C13— Д) AtA tet A (ROL ©. 


Ж (=A =I AHA et Ak. 
《 |4,]<һ k=1,2,=.,r) 


х log(1+ 4) = 4 l 22+ 1 А. (R<1) 
КЖ logd 4) А-1 + Ate 


Atl k=1,2," 7) 


J йо у. 
9-1 ШАТЕВ, /\4) HES EER p.3.15 8 F ), RESA E XE 
х, H f 
САТ) = (СА)? 


9-2 E AAEE, OREX, WA УХ УУГ WARRI. : : 
9-3 MAITRE, /(4)=47*, REIO fE, H. 


(f(A))'= A* 
9-4 设 
0 —1 
L J 
计算 е^ 
9-5 8 
(-3 2 1 
A=| 1 —2 1 
1 2 —2 


计算 агсїр( 4/4), 
9-6 & 


1 0 9 


(1) 计算 4 的 矩阵 分 量 。 
(2) HR et, sind, 
9-7 WEIHERER 4 均 有 


соз А =0082 4—5 A. 
зїп = 20100924) 


её 291ге 


9-8 WHE limet! =0 HEA А рур КЕШЕЛӘ 3583926 ДАК. 
9-9 证 明 推 论 9.2.1。 ` | 
9-10 设 天 为 纯 量 ，4 为 任意 给 阵 ， 证 明 
еле А4 
9-11 Е ACC" [р Jordan БЕ J —T-1 AT 为 
J за 5 


| 7), хя 
ЖЕНИ eti 的 Jordan 标准 形 表 示 。 
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第 十 章 НЕВЕ 


这 一 齐 和 下 一 章 我 们 来 讨论 纸 隆 方程， 本 章 先 讨论 经 降 微 分 方程 ， 下 一 章 讨 论 给 降 代 数 
方程 。 四 

本 阐 讨 论 的 内 容 有 ， 形 如 QX (Р) аА) Х (г) ах (Р) /а7 = A ETE BE) 
的 拒 阵 微分 方程 ， жаннын, алекке ай, . 


810.1 形 如 dX(Dvdt-ACDX(CD куё 
形 如 


K. 22192 XG =c (10-1 ) 
的 方程 称 为 矩阵 微分 方程 ， 其 中 4 (的 EENEG t БАУУ BGE n pragia EAX) 
E п} ЖАКЕ, СЕКРЕ. | 

方程 (10-1) 实 际 上 是 一 个 含有 n: 个 未 知 函 数 的 常 微分 方程 组 。 

.定理 10,1.1 和 插 阵 拍 分 方程 (10-1) 的 解 存在 且 唯 一 。 

[证 明 】 {ЕЕ ТИ {Х„()}. 


К„(гу=бС, 


t 
XG) =C+ | лох, сёз 
ta 


` t 
х,009=с+ | Als) X (sds 
Ç í 


ичи 
.` 


(С 10-2) 


[xD=ct | A(s) Xa il sy)ds 
. t | . 


I 
| 
! 


x. =C |, Acs) X (sds 


和 于 是 我 们 有 
15 
Хау X=] AGXCX,.0G— X, ..Csy)ds 
ЫЯ ` 
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设 M= max MOL |А(з)]= 2 lawl Ж 


t =< i j= 


ТЕСЕ АСЕ! ACGA 05) 05003] 
... P ЕГ 


<и] Xs) sy lds 


р-у ш. 
IX ar GDA 


< af а ЕХ бзб аза 


{Ңң 
ТОЕ СОС КПП 
ty 
a-i 

<MICI| as-MIC1G, to) 
Ж 

_ „з аа y 
因为 | 


ИХ, = x Dd 


s=. m= 


ХЫЫ Мгу? 
=e [Сі<е > EC] 


БТА, ARERR 


DX aa) XL)) 


# r <i<t, БЕШИ. ИЖЕ ШЕШЕМ XG), M 


lim УЗО, 100,009 Ха) | . 
x 

N | ` ` 

ОХ, KA) Xna CA) 
wE 


lim X... (Da 
N— т 
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在 式 (10-2) 中 ， 命 n-— co, EB 
хед=с+ | А(ЗУХ (зуд: (10-3) 


易 知 ， 涛 (10-3) 为 方程 (10-1) 满 是 初 始 杂 件 ХС) Су. 
下 面 证 明 解 的 唯一 性 。 
设 


YCD=C+| АСУ (зэ) 
为 满足 初始 条 件 了 (1,)=C 的 方程 (10-1) 的 另外 一 个 解 ， 则 


Хау—Үау= |. А‹з)(Х‹(в)—Ү(5))з 


IXY <| AOX o-o as 
多 次 应 用 上 式 ， 有 


IXOS AOX ds 
<x f> sf ПАС DHX (s, -Ys das, 


1 т 
<f asf XC YC lds 
га ta 
t + 了 一 二 . ` 
= АН! asf ds =Í ВХ (9-7 С,0]45, 
| ЫР un 


= max [X(t 一 了 CD1， 代 人 上 式 ， 得 


Хуу (O< | asf, ds =] віх, 
га ба tp 
= Мз СЇТЇ" '" 
Cn 二 1)1 
а 
lim ААТЫ = 
л>» (n-F1)1 
ik 
ПАС) Yo 
Ер . 


X(t)=YCt) | 1 


把 
ах) _ 
— TAKO) 
РИ ЕШ, #L 
аха = XT(t)AT(t) 
ЮЖ. Жїл 
IIO кула), XG VC 
ЖЕЕ (ЖУ ЛУ Pi Bu AE lb ЕТЕ HIE —.„ 
定理 10.1,2 24 detC 夺 0 了 时 ,方程 C10- 上 的 任何 一 个 解 都 是 非 奇 异 的 ， Яй дех (ғ) +0, 
<, 
[证 明 】 首先 ， 我 们 证 明 当 上 ЖЕЗ НОЕН, 方程 (10- ЮЕ 


Е td rydt 


det Х(+у=деїб.е `° (10-4) 
等 式 (10-4) 称 为 Jacobi 等 式 。 
KF ОХ(@у=(х,,(Ф))„хл» pIJ : 
X, C) х\»(1) s. Zint) 


dX _ i 
— — = У) dx, (t) dxat) „ dx. CD 


dt dt d | 
l 
Yailt) Xaa) “o жй) | 
于 是 ， 有 
X, (t) 22t) а. Xintt) Jæ к\з!) = Жүл) 
d і d і d t м 
Fus > (D ... 69 = PREST Ха, уХуз ... Eayn 
XG жый) с „иу | |C aC т wa (D | 


X, Ct) X +C) ... А.С) x, (t) x (Í) k X, (t) 


Ыы + | 
=| fii #1512 б Хул R| arats, Aia Aitan 
} | 
n .. + 


Xat tald) же Xant) | 1241 Laali) e x. (1) 
— 242 一 


5116) X, aCi) 


Ч iiil 01100 


Xarl f) х.200) 


XC) alt) 


=a, | Xili) Fjalt) 


Xiali) X a CED куа) e Yudt 
а.д +++ аскар БР Aint л 
Xenki) Lali) ХАС?) X a (i) 
x, T (t) 


X (t) =a, | X (31 


| xnl) z, Ct) х0) | 
于 是 | 
UROL Ya XOIA Је = 1X NA) 
PEARSE ` 
а Х| 
XT 84004 
对 上 式 两 端 从 0 到 +t 积分 
ИР] = ' d 
Í ГАУ] | таб) $ 
Ж 
нух] -Í їт.4(у)45 
ЕП 
О =| алсо 
于 是 | 
站 
[Х(#) [= [Се 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 Jacobi 等 式 。 


由 Jacobi $a, АЗЕ|С|+0,Җ НХ Сә 0, 


定理 10.1.3 设 方程 


dt) _ 
[AXO ау хе) 


хеа„)у=С, 


АХ (г) _ КИ 
р = 4600 


хаус, 
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HESIA Х.С X.C), ШШ 
X (=X, (ЮТ, TCC, 
(证 明 】 命 Xs D=X GCC =X (Т, Wi 


aX _ 5 Т9 T 


+; =А(уХ (нуге А(туХ (і) 


E. | 
X,G )=X,G OT=C,T=C, 
根据 解 的 唯一 性 ， 有 X,G5= X.C, FE 
X,G)=X,CDT 
称 方程 


AD =ADX G), Х(,)=1 


АХ ХС АСОИ ЖААН, E 10,1,3 WA Wa R ШИЙ ШЕЙН Ra, 
ЖА ЖЖ ИШЕ Жл. 
#1 10.1.1 AC RER а, 且 对 任何 s, + 在 A(i) 所 定义 的 区 间 内 有 


ACAI = AACS) 


试 证 明 
AXO LADA), X@)=I 
的 解 为 
хоер Aca) | (10 5) 
(БЕЛ) + 
вт) | Aois 
mE 
AEM > яа) í 10-6 > 
x 
BG) a 1200 B) IOT 
这 是 因为 


00. 


B(:) - =f Ads ACD=| ACGDACD45 
Г] . . | 
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t . f i 
-| дслс) ас] АСз)4з = 1800 В) 
0 * 
于 是 
IIO Li (af аса) (exp BGs)) 
dè, 
_ d , 1 
фо арво) 
=p -+t T BeH 下 人 一 — )+ 
HELCOR- WA 
OD 2 ACYEPCBUD = AGD KD) 
Н. 
X =esp(f 4pds)- ` 
Ó ОП ` 
类 10.1.2 Ж 
гё ih 
AKU) _ XCD, X=] 
di `2 gl | 
#98 | 
(Ж) 因为 
rÉ 1 -1 0% í Е 
а=. =t + i=tI— B 
“2 éi 0 1J .2 07 
所 以 


ADAD SANDALO 
і 10.1.1. Я 


хое лсо ) 
和 
-es 人 | ст вуд ) 
9 


ep( Lr+ Bt) 


a a шо бз: 
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хо баи ур" ат | 
| JTE азу a ch. /2 "i 

定理 10.1'4 # AGD= A ВОН, ЖЖЖ (10-1›0ЖЕЖ 

Ree °С Е ‹ 10-8) 
事实 上 ， 把 式 (10-8) 代 入 方程 (10-1) 验 算 ， 即 知 定理 为 真 。 
推论 10.1.1 车 4 为 常数 矩阵 ， 则 方程 

AIO ахуа, Xit =C 

的 解 为 
Xaya T 


AILLI ч СОТ, DA | 
AX -~ ХОА (4 为 常数 矩阵 ) 


的 解 为 (1)=e"'。 而 指数 本 edt 满 是 24''* metet: Шад, Ase 满足 炬 
阵 方 程 


Хз) ХОХ С), оо, stoo (10-9) 
反之 ， 可 以 证 明 ， 满 足 方程 (10-9) 的 矩阵 国 数 只 能 是 矩 中 指数 函数 。 这 就 是 下 面 的 定理 。 
定理 10.1.5 KARER X(t 对 于 任何 有 限 的 1:， 可 以 求 导 且 满足 方程 
六 (ts)= С) Х (5), —co<t, s< ос 
X(05=1 
ai 
一 64 
(ПЕН) 对 于 任何 有 限 的 上， 有 
I[=X(t—1y= ХОУ Ху 
这 表明 Хот, HK OSK GD, 
XÉ Хик ХО)Х(), ж | 
ах еф) _ ах +зә) 


dis+ t) di 二 sy) 


dX(stt) ЯХ) dtn 


d(s+ 1) ds 十 ti dt 
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S Хез шуу SX. 


di 
同样 可 得 
有 二) _ Ха ах (5) 
diit). | ds 
于是 
Xs) ах = Xt) axte (19-10) 


ERIO ЫЕ X 104 X G), 有 


| dX 
х0 ХХБ) ХК) i 
二 (ls+1) iX) 
у, dX) 
Xs 
即 | 
ухе) у-у ХС) С 10-11) 
X 0100—49 Х (5) Дх 


堪 (10-11) 家 明 六 (1) -< 和 5 是 一 个 常数 矩阵 ， 设 为 4， 即 


ахо 


X l(1)— =A 


于 是 
dX tt) 
== 
这 表明 Хот) 010-12) ЮЖ, H. 
X(ty= e! 


= ХОА, X=] 019-12) 


510.2 线性 齐 次 向 量 微 分 方程 


j Е =a, (Dx баа) СБа a(t) 


| а =a, ,(1)x, (1y+ a,,(t)x, (1у- 9. Фаз. lE t) 


— 247 一 


| bAs ppn ins теп аа ФЕР Офе жюз тиз тїз üh... пенен авф фер тен йан #фй чна наф ева ти 


K EUa LEE L E tat) ana tia ty 


f B p J; 82 Н 539) 38 38 tE 
Хус) gs СР) re Vatta) = Yng 
RAE BR. F TR By J Kk 


алок, хог.) ( 19-183) 


anali) a, (1 < C, Ub); 
| 


гожа таат ате атф вве тва йат фла тал чета вз 
; i 


али бм!) == „(ШШ | 
在 АСВ ВЕНЕ, ВСТО ТЗ НЕ НАЕ, 同时 解 对 1+。，x。 是 连续 
的 。 用 


х= Фф Xas la) (10-14) 


TERIER Pit, Kgs ЭН, 
命题 10.2.1 P a =I HEERE (i, 0, !,)=0., 
(ЕНД) PGy Xo 1) = 0 RAJEC ODARE A, HH 


A= МОР) P(t, Жо t Ym 9 


Ж 


© ogi = 


反之 ， 省 X. = 5, pi x=0 满足 


x ~ 4x， x11 = 0 
41 
ар 
Ф? аз Xas f 2)= 0) . 1 


命题 10,2,2 P(t Xes CORPER PEER ER, PH 
Piiz ах, Бх, у= еф(Ф| Xis lao) bol; A, ta) 


其 中 6。、8 ҖИТЕШ. . | : 
СЕЕН) pit; Xis to), piti Tas OREHA 
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.— жа 


d 


rs 


4% w(t), Xli 


dt 
各 

х дуст), XE) =X; 

dt 
的 和解 。 而 方程 | 

S дужа), It) 一 0 和 1 十 xs `( 10-15) 
的 解 为 


X= Pit ах, Бк, 49) 
下 面 我 们 来 验证 
ж=аф(1, Жү, 1)+ЁФФ(1; Xas ta) 


也 是 方程 (10-15) 的 解 。 
事实 上 ， 


-1 (ась, Xis t)+bo(t Xas to)) 


dd d 
=a- PC Xis tod tb- P X; +.) 


=0Аф(їу Xis DELAVCE Xa, io) 
=А(аф({, ху, 1)+{-РФО(1; Xa, to)) 
H. 
npltos Xis ТОРФ (Гр Xa, о) =, + bx, 
由 解 的 唯一 性 ， 有 | 
Pty AX EOX, ї„)=аФ(1; Жү, Р.) ФО Ж», to) 
命题 10.2.3 Ба, а,, ++, G, жт НИ, Ш 
Pls а, Fod, ФО Qa, ta), =e, PCi; а, t) 


КУИ а,, G,, s, а, 线性 无 尖 。 
СЕНЯ) 由 命题 10,2,2› 对 常数 kis kas t., k, # 


Ута, a,, tD =P (t У.а, ta) 
和 如果 上 式 等 于 零 ， 则 由 命题 10.2.1， 知 
Уа, =0 
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Fë Pit; а,, to)» ФП; а,, іе), “e, PCi; а, 1) 线性 无 关 的 充 要 条 件 жа,,а,, 


“r, 0. 线性 无 关 。 : 1 

命题 10.2.4 1 el ез, +", e, 是 R" hh ÆRA, Ше,=( 0,0,=.,0, 1, 0, 
Сар 

“s, 0)7, HH 《7 一 1 个 : 
S CAYA), хб), 10-16) 


的 任何 一 个 解 С арр pi: 


х(ту= Dk P; ei, LO (10-17) 


i=1 


ОШЕН) ВАЕ х, 为 
= Уе, 
于 是 
| х(з)у=Ф(1, х,, у) = Унт еџ, tl) 1 
由 命题 10.2,3 ЯП] 10.2.4, Ф(ї; Cis Lo), PCs ез, loys PCl Gasty) 


线性 无 关 。 方 程 (10- 16) 的 任何 一 个 解 都 可 以 由 这 "главен. 
а — i n ВЯ Е | 


PCr, ЖС €i» ats Plts @,, Foy y ØC; @,, lə)) 


《 10-18 》 
它 的 第 ; Ж ШИЕ P €i i 梅 成 。 由 命题 10.2.4， 方 程 (10-16) 的 解 可 以 写成 
ХО ФО, ух) (10-19 ) 


土 式 表 有 明 ， 经 过 矩阵 ФС, OERE REA xX(10) 转 移 到 хс), LEHA h, ШЖ 
把 Фа, ORA ЛС Е ВЕ, 

在 前 面 的 讨论 中 ， 把 1。 НО, Жк ЕТ ТЕ 是 Eloo, оо) 
范围 内 变化 的 量 ， 并 把 它 记 成 *。 因此， 状态 转移 答 阵 是 两 个 变量 г, s 的 函数 。 

定理 10.2.1 ЖЮ ШӨН (1t，s) 是 第 阵 微 分 方程 


PO, LLAMPU, з), PC, s)=I (10-20) 
的 堆 一 解 。 | 
【证 明 】 因为 
290.0. (9701: её, s). DPU es 5) un, DPU: е, з) 
д! , ді , ді | 


=(Аф(ї; еу, 5), АФС ез, 5), =s АФ(!; @, $)) 


= A(@(t; е;, ЭРЕР е, s), “+, ФО е„, 3)) 
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=4Ф (1, s) 


EH. 
PCs, 59-005; Ers 50, Ф(5 ез, s), ` е. $)) 
=(e,, е,, =, e,)=I | 
ЖЫ, АННЕ Ci，s8) 是 方程 (10-20) 的 解 。 田 定理 10,1,1 知 解 是 唯一 的 。 
推论 10.2,1 5 上 4 为 常数 拭 阵 时 ,方程 
90 AXO) А), 
的 解 有 表达 式 、 
0 | 


| 810,3 каен 
H 310.2 5, ЖИЛ E 


9509 = ACGD e (t, s, DCs, =I 


《10- ay 


的 解 ， 称 为 4(2) 的 状态 转移 矩阵 。 жини вины; | 


定理 18.3.1 P, ODP, s)= ФС, 5) ` 
【证 明 ] 54010-19), Ж 


(ФС, DOCE, SIX b(t, ФО, s)x(s) 


=G, XC = X01) 
X А 
х= Bl, SON) 
根据 状态 转移 失 阵 的 唯一 性 ， 得 
Фа, 1,)00(,, у= Li, БИ 
定理 10,3.2 (OG, 5)) =P, t) 
(证 明 ) 因为 | | | 
Ф(1, DPG, DP, D= 
Нн | 
(@(1, 5)) = 6(s, 1) 


因为 @(!，5) 是 抢 阵 微分 方程 (10-212 的 解 ， PAOU FTIR AEE BARM 


定理 10.3.3 Ф707, 53) 满足 矩阵 微分 方程 


Манаа ie учеба ызан p убай шс сту 
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DPC, S) ът, SLC 


àt 
定理 10.3.4 ФИ, з) ЛЫБ ЖО p P: 
0) ос, DAC), Pls, s)=T (10-22) 
《证 明 ”由 定理 10.3.2 MERKER L05 4"1(Cx) 间 的 导数 关系 *， 有 
OP, 5) _ _ APCs, у! 
as дз | 
=-((, DAIS BCs, Dy": 


==—( Pcs, ACSES, DBC, Туу 
= (ps, ФУ)! А(5) 1 
定理 10.3.5 ЛОДОК НЕШ ДА OC, s), -ADNR ЖЕБЕШ ЕД WO), 
wi 
W(t, у= (ФТСР, зу! 
(ШЕЙ) 把 式 (10-22) 两 端 转 置 ， 得 


DPU, D SAG) Br, $) 


CETE, DY Bis, D= ФТС, з) 


于 是 


=A PTG, OY! 
LRH, LoG, DDT 是 -AORE ER, AA 
wit, 5)=(Ф7(5, уу! 1 


S10.4 线性 非 齐 次 向 量 微分 方程 


定理 10.4.1 线性 非 卉 次 向 量 福 分 方程 


+ APAREA) 4-1(z) 吏 有 导数 ， 则 


MY ас дебе) SAGED ami(e) 


PELD асосу 0), wG =c € 10-23 ) 


М Wu Жл. 
х= фа, tofer f баа, туст ] (10-24) 


其 中 АСЕ л Bra BHEAN ВАК ERE, raya" аташы, AUDIE п ЕКИП, 
ФС, DÆ АСУ АЖ ЕНИН. 
(ЕШ) {@51(10-240 А 610-23), Ж 


dxdt) OPCE, tn) j 
у — 2 [+ r ФЕ, т/стэ4т | 


Феї, Eltos DFO) 
= ADOLE, [+ | ФО, fear |+ fe) 


= Аі) + ft) 


XAG == (t, 4) [e+ 全 фо, s) fear |= c 


推论 10.4.1 FAODAR, MERCADER 


4 лз р? | 
х()=е cte J є4**—*› (тууйт (10-25) 


to 


810.5 Жш dX/dt=A(t)X(t)+X(t)B(t) 的 方程 
形 如 
AKO A XD (DBO), XQ, =C. (10-26) 


的 矩阵 微分 方程 解 的 存在 和 唯一 性 定理 的 证 明 与 定理 10,1.1 ЭЧИ, AARRE T. 
定理 19.5,] 对 性 意 的 LE 了， 方程 (10-26) 的 唯一 解 可 以 表示 为 


хе, C, t)= G, PROLETER г? (10-27 ) 
ЖФ Фе, 2), 20, ORAE M 


PQ, Pa ADPIC, Ф.С, b)=I (10-28) 


Aa a НӘ aei, 1,2812, Pallas io) (10-29) 


— 253— 


所 定义 的 状态 转移 矩阵 。 
将 式 (10-27) 对 上 求 偏 导数 ， 然 后 应 用 趟 (10-287 和 式 (10- 29) 即 可 证 明定 理 10, 
推论 10.5.1 E AOM Bt 是 常数 矩阵 ， 则 方程 (10-26) 的 解 可 以 表示 为 


Аас? Bett? . 
КАФ, te. Су= ë Ce. | € 10-30 ) 
жшн апяйайша 
аха) 


SAC KO) Б ХОВО) КЕС, Хаа „у=С - 


сабзу 
ЕЕ ЖЛ E EDS ЈАК ` | 
定理 10.5.2 方程 (10- 31) 的 解 可 以 表 基 为 


хе, te OS Ф ©, + СФ: (t, t +Í $, GDF D, Ct, dr 


其 中 Di, t). Фу, DAMARU- 28) 和 式 (10- OEIRAS ен, АС), 
BGY, БО) ВОВА п ВЕЕ, 
ЗЕТ 10.5.2 ЖЖ BGD, А) =Рр" жж, РО) = Q 3838388 E E, й 


方程 | 
l axei =D'XCD+ X(DD+Q, XG =O 
的 唯一 解 可 表示 为 
237 : ` бк т, | cet › Ы it- Ё 
ха, а, Су=е” í тасы? o +f e” ' Qe piec-zdr 
ta 
J7 Ж 
СОК FIERRO HRR -- 
` I SA DO, Ходу=1: 
Ё 0 1 £ | 
ба. ‚ш 
a) 4=|0 0 1 (2) А= | 
. ; : 
0 0 0 
Л, 
(3) А= 
| —3 


10-3 ` ЖЖ хО), CRE 
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‘0 1 i 17 05 


a) AAD ао 0 10+ | х(0)= 0, 

i: ' | 

lo 00 H. 02 
| 1 =t; 1] 0 | 
(2) xU) -| харе | | xt0)~| | 
і | | | 

` 0 

‹2) 250) | С?) |. | х0) = 

—3, 1» 0 


10-3 证明 推论 10.1.1。 
10-4 证 明 推论 10,2,1。 
10-5 证 明和 定理 10.1.4。 
10-6 证 明 推 论 10.4.1。 
10-7 证 明定 理 10.5.1. 
10-8 ШЕН 10.5.1, 
10-9 证 明定 理 10.5.2。 
10-10 证 明 推 论 10.5.2。 
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BHR Kronecker 积 与 年 阵 代数 方程 


这 一 章 我 们 讨论 含有 林 知 卸 降 的 趣 降 代数 方程 。 在 讨论 后 阵 代数 方程 之 彰 ， 我 们 先 
ЛАБ Kronecker 积 的 概念 ， 并 计 论 它 的 一 些 基 本 性 奈 。Kroneeker RAAE REA 
孝 方 息 的 研究 中越 善 冀 烛 的 人 必用， 而 县 在 其 他 方面 也 有 许多 应 用 。 

R iyi ay S h, Kronecker 14, 38618.0565 Kronecker h Kronecker 和 的 特征 ii, 
Ее | К БА ЫТ, АМЗЕ КЖ, | 


511,1 Kronecker # 


пй, ЕАН ИЕ ZRNE 4 和 В [ЗЕН 48， 它 要 求 4 的 别 数 必须 
等 于 B 的 行 数 ， 否 则 48 是 没有 音义 的 。 下 面 我 们 来 引信 一 -种 新 的 矩阵 多 法 运算 ， 它 对 和 矩阵 
的 行 数 和 列 数 没 有 任何 要 求 。 | 
EX 11.1.1 设 A= (0, ,) а» В= (фу) хез 则 称 上 由 
(a, B a B vr a. BÀ 
18 а,2В Мы „В| 


l 


в aB +з а, В 
所 确定 的 тр x n Е А}; B [у Kronecker R, REA 与 8 的 走 积 , ia AGB, HB 
[aB aB + a, B 


aB a,,B <s a, B 


48 B=] | 
| 


ча тир ... феа 066 titti 
! 
q. В а: В kuu aan B 


例 11.1,1 设 
X =¿(x,, Xas ху), Y=(g,, к” 

则 ' 
ЕЕ 
Х@Ү=|хҮ =X; Yis Kids Хна, Хайз, Хайа» Xaya)" 
EFS a 
в. Х 


Y@X = ERORI Fiiss YiXay Pais Ys Haka) 
р Ху 
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HË 11.1.1 AR, Шр Кголескег 积 不 满足 交换 律 。 

对 单位 矩阵， 有 
LAI, =I SOI In 

不 难 验证 ， 和 矩阵 的 Kronecker 积 满足 下 面 的 运 自律， 

(1) HAQB=kAQB=AQkR, k IRAR 

(3) 分 配 律 ， ‘DCA 

(3) Zait: (45SDGC= AGQOBS CX, 

下 证 我 们 来 证 明 Kronecker 程 的 一 个 重要 性 质 ， 它 在 Kronecker 积 的 研究 中 起 车 E 

的 作用 。 

定理 11.1.1 Ш 4-=(а,,),„унз В=(6,;),х,› С = (еу), дру D=¿ di Y <, H 

(AG Вус) = ACG BD С 11-1) 


ШЕН) 


aB эВ ө as B| cD cD < caD] 
СА Вус) = 


ere кеа тел фет чит ба бае ане pto афт Ф 


o aB AaB … aja B КЕ ср 
S 


Н 
E 
和 | 
I 
П 


z. В а В ka dan Ё А c D c D c, |D À 


(ese) (5;›.‹..)вр (Sesser)sD 


CITED 


(Eene )ED (57.е,.)вь > (Fones )ED 


ini tæ; 
=(АС)@(Вр)у 1 
Rp 12.1 70а, но Веб, „у, N 
лаве сатав) Un DEKART) 
Ж 11.1.2 设 4=(ciy)ncn B= (6:0, WI 
CAB) T= AT BT 
(AQB) = Ang B" 
定理 的 证 明 留 给 读者 。 
定理 11.1.3 х4. BAIA m жил нйн, NH ADE RITESH, R 
зт 


(А@ Ву! =A IRB: 
《证 明 】 由 定理 11.1.1， 有 
CARA TOB = AA GOBR 
=I @I,=IL,, 
d САФ Ву =A Bi | | 
定理 11.1.4 JEA man B= (bi nen M 
 tr(AG@B)=trAÀA. tr B 
(ШЕН) [Ж 


G Ë ау,В 


13 
a B а,, В 
498 


| 


la 


... 
аф өтө кер s... тте теа т 


ganB 
a| 
| 
aB а, В ав, 
Jr E, (AQ В) азе B +a tr Bas Фа, tr B 
一 (251 十 ss + Eana dtr B | 
—їгАїгВ | 
定理 11.1.5 ЖА (а), В= (6,2 MI 
rank AG BY=rank(t Ayrankt B) 
GEH) WER 4 与 了 的 标准 形 分 别 为 4 与 B,， 即 | 
© MAN=4,, PBO= В| I | (11-2 ) 
其 中 М, N. P. От, пй, pM AREARE, 县 _ 
| Í". | 


а, =) P | B, =! l 


A 中 数 1 的 个 数 为 rank(CA), -Bi 中 数 1 的 个 数 为 ranktB)。 
由 式 ( 11-2), 6 | 
A=M-:A,N-1, В=рР-'1В|0-! 
6, HEILL # | | 
АВЫ (МА, М1) СР: В,0-1) 
(МӘРТ ADB AN 
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由 定理 11.1.3 ш, MTOP, NODU АЕА НЕЕ, ЖЕ 
ronki Абу Ву=тапК( A 6) В,) 
而 А, В, FA тапк А)ғапк( Ву, TË 
rank AD В) =гапке Аутапке В) | 1 


定理 11.1.6 IEX х., +, X, п TREER т ЖИЫ, у, Yo е, Уу 是 
q АЧАЖЕ р ЖЕРИ, H| 好 全 тр 维 列 向 量 


ху; (i=}, 2, +=, Т i=1, 2, +, q) ( 11-3) 


线性 无 关 。 反之 ， Жр Н (11-3 ) 线性 无 关 ， Ш]җ |, “а, эө, X, 和 yb У, se, y. 3 


WEEK. 
(ШЕШ) V 
Xj =Car бу, s, б)! 
u y /=(b i, Въз, "=, ba) 
5 А= (ху, хь, =s х„)=(а s< 
B= Yi Yas "e, У,)=(Ф,,)»у; 
显然 тапК(Ау=п, rank(8)=4 
TEA . 49В=(х.®7., KY m, XIa < 
EDY X, s, Х.У) 
新 以 rank A& B) =rank( Аугапк( В) =ng 


由 于 4@ B 是 mp x-n2 蜡 阵 ， 因 此 AG B ЖУН, BH AG 5 ЫЛ E 组 x. Gy; 
(1=1, 2, =», ñ; j=1, 2, ==, 4) НЕЕ, i o, 
反之 ， 车 列 癌 量 组 ху, < i=l, 2, "4 3 i=l, 2, e, 1) BE: & kE ЭЖ 3: 0), 则 
АОВ ÆA, Ж | 
па тапк А@ В) = гарк A)rank( В) (11-4) 
Fm 
tank(A)=n, rank(B)=4 


aR 4) 条 如 果 гап) п, ШЫХ 有 rank) >a, 而 这 是 不 可 能 的 , Ж 
Tark( A) =n, ， 有 rank(B)=g, ЖН А, В BEARER 的 ， ох, х, ае, 
air, уш ©, A, ERMAR | ] 

定理 11.1.7 设 À 3 m Br ШЕ, B 3 p BE B, 则 


|4@B|=1Al1B1" 
GEM) БЕА 5 Ву Jordan 标准 形 分 别 为 7 Mo РАЧЕ ЯНЕ РУО, 有 ` 
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P- APE, 9 89-7. 
由 定理 11.1.1， 有 O 
А6 B= POUA PAO!) 
= P ZOKI (POO 
pE ARB, =1] 297.1 
显然 ， 当 7 mh 均 为 下 ( БЕЛИН, 7,®7, 也 为 下 ( 上 ESE, ЖЖ 


P Ed $ 
уйе Ta Ан» EA, 


i= 1 i=1 1 


, " 
= À LAL Awd? (TI “›) 


т=з 


= аву" 


HP ОА, да, сб, An AAMIR, Hi Pa +, Baoe B ВЕРЕН, 1 

E 11.1.8 (1) # A. ВАХИ, M| 4685 0 538 3 E, 

Му ЖЛ. ВЮДЕИ, И AQ B BERKER, 

(8) ЖА, RWA Hermite р, АОВ ij Hermite ЖЕ, 

(4) ЖА. ВАЕ, WJ AQB BEREE | 

定理 的 证 明 留 给 读者 。 | 

定理 11.1.9 ШАД тШ, В уп ЕЕ, Ш тп Br 81836 阵 (有限 个 
ЗЕРЕН А Р, E 


Ртб Вур = ВА 


《证 明 ) ABRE HER AQ ЖАМ MERO 可 以 变 成 1. 名 4， 即 存在 一 个 
BRER P, E o š | 


ТҮ ЖУР =1„@Л 
又 对 矩阵 了， 有 
| Рт „б ВУР = Bol. 
Wa PP =l, 有 | | 
PITAQ BYP a РТА Р, CL DBP 
| = ртс ATIP PT BP 
= Г. Ау( В 1 a) 
= ВА | } 


© АРКЕТ ЖЕ КИБЕР НТ Ж ES ark risun, Веда, YPWAPEDTSS d JRR 117, AREATA F 
пия), | 
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最 后 我 们 指出 ， 对 Kronecker ЖАШАТ AF058. l 


А =AQAQ mGA I 
k + 


关于 Kronecker RR 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 11.1.10 I A= A... 2=В,,,, M 


(АВу = AIH BEH 
GE) 用 归纳 法 。 当 £1 时， 显然 成 立 。 设 上 一 1 时 定理 成立 ， 则 
(AB) =(AB)Q(AB} LE 
=(AB)jyG@ Atr1-11 BH- 
=¿(AG A= 11 )(B@B!r-11) 
= АІ ВТА 1 


$11,2 Kronecker 积 的 特征 值 


ж ФНТР ВЕ А. B 的 特征 入 与 А® 5 的 特征 值 向 的 关系 。 
ЖЕДЕ Ж x. у 组 成 的 复 系 数 多 项 式 


E 
Кю = суху! 


КЕ 


EAA тр, Вр п ЕВЕ, 1132618 F AB082605 т» ИНЕ: 


1 
f(A BDS D cA OBI 


i јет 
例 旭 ， 设 Firg) =r try’, Fn SR 
f(x,y) =2х1у% aly" 


FË л; В) 2491, + AG B: 
Йө». Ж fy) =xy, WA 
КА; Ву Аб) B 


下 面 的 定理 给 出 4、B 的 特征 什 和 РСА В) ВЕЕ НЗ Ж, 
定理 14.2.1 Ai, 41, y An de m ЕВЕ ARRETE, Xis Xa, 1, Ca А 
对 应 于 Ais Aas e Ба ER, Bislig, Ha Ж n BERE D AEE, Yis Yers 
y, 是 BRIEF Ho Ba +, B. 的 特征 向 量 ， 那 么 ma Д РОЛ.) (т==1, 2, =, 
m, $=1, 2, =, п) 为 1(4;B) ФЕН, <. Qy, 是 对 应 于 f,’ В) DER SK. 
GEH) 由 
Ax, =A, X, Ву,=п,у, 
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ne A Sky a aqata. 


有 4 一 Bi 一 上 


了 


于 是 К4зВ)ух,@у,—( > с‹ А'®В!)‹х,®у„) 


fy үй 
1 | 
У) cel A В!) (х,@у.) 


ií i= 


lI 


, . 
= >; cit A LOB Y.) 


t j= 


| 


і 
> ci A4iuix,@ y, 


了 一 日 


FOA rs BaN, Dy. T 


Hit 11.2.1 ЛОВ RIET mn 1 A,B. =l, 2 =e ,т;$= 1, 2, e,n), À E WE 
应 的 特征 向 量 为 xOy. (r=1, 2,1, 5S 二 1 2, "=, л), 

推论 11.2.2 А@1„+1„®В 的 转 征 什 是 44, 十 x,， 其 对 应 的 特征 向 量 是 x,@y, 
( т=], 2, ., M; s=1, 2 л). 


ж ЛОГ, +I,@ B АЯ В Bj Kronecker #1, 


511.3 ЖЕ 21 EJES $t BL 3F 
定义 11.3.1 设 4==(4a4)axn， 将 4 的 各 行 依次 横 排 得 到 的 mn ЖЕТ Җ, ЖАЫ BE 
ААТ ЭЕ. іш 21804), П | 
гз(4) = (ау, бүз, 9. Суру ©ту Cors "°, 
ауду ty дыру баву "y баһа) | 
ЖА hu kuk BL НЕВА mn ЕЭ] SIB, ЖЛ 4 的 列 展 开 ， 记 为 cst4)， 即 
| cs(A)= (aí), йв, *e, Gags Gigy Gang өө, 
由 定义 11.3.1, 4 
г5(А7) = (сз(А))Т 
с9(47) = (т8(4))7 
定理 11.3.1 设 A= Ca, ann B=(b, aza C=C MH 
| rs(4BC)=rs(BXATQC) 
cs(ABC)=(CT@ 4) с8(В) 
(证 明 ; 设 4 的 第 ; 行为 e,， 则 4 рУ 
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а; 
А = 
бм, ， 
于 是 .TS(ABC)=(a, ВС, а„ВС, <, а„ ВС) 


设 BHR ут B’ CR EAD Yas 于 是 
ВУ ira A 7 
Въ? Вт = В.У, 


was РЕБ ВТА ВОВ ев» ева жер тез TET TE TT 


Ba, Въуз ... ГА 


а, ВС =a; 


(171 qay, эе ШЫ 
аР aiaa s.. isej 


=(8, Bassan) 


bas khas ans uno еле эз Зе БОП ӨЙӨӨ аза s... 


Gini @һЎ» = Q. 7 d 
=rs(B(a1@C5) 
故 有 rs(ABC)=rs(B)XaT1@ C, атс, ++, атс) 
=rs(B(AT@C)) 
同 理 可 证 сєв(АВСу= (СТ) Ауез (В) 
推论 11.3.1 W A=A,. ВВ, X= X. Mi 
(1) cs(A23)=(1,G@ Ayes( X) 
(2) сз(ХВу=(Вт@1„усв(Х) ` 
(8) ез(АХ+ХВу=(1,@А+ВТ@1„)уев(Х)- 
GEN) (1) cs(AXy=es( AXI D = (1,6) 4)с5СХ) 
(2). es(XBy=cs(I,X By=(BT@1,yces( X) 
(3) cs(AX +X B)=os(AX]+es( XB) | 
=, DAB OI ndes) 
推论 11.3.2 设 A= A... , В=В,„„, M 
rs(AB)=rs( ACQ BÐ =rs BCAG a) 
GEN rs(AB)=rs(I AB}=rs( An DBI) ` 


一 263 一 


rs€C4B)=rs(ABI,y=rs(BCAT@I,) 


811,4 线性 矩阵 代数 方程 
这 一 节 我 们 讨论 形 各 | 
A XB, +4,X Bte +4, XB, =C (11-5 ) 
的 线性 矩阵 代数 方程 ， 其 四 A; EC**"，B,EC j=l, 2, =, py, X. СЕС" " 
对 方程 ( 11-5 ) 可 以 构造 一 个 对 应 的 线性 方程 组 


Gx=c (11-6) 


. , 
Hh ae=cs( X), с=св(С), G= S BIDA 
е1 


”定理 11.4.1 EBE ХСС"** 是 方程 ( 11-5 ) 的 解 的 充 要 条 件 Ж, x= X) Жу 
《11-6 ) 的 解 。 


GEH) 对 方程 ( 11-5 ) 施加 列 展开 ， 有 


ез(Су=ев (574, X B,) 
imi С 


[d 
= Ујсз(4, ХВ,) 


i= 


+» 
= DBRA, I 2 


jai 
=(@ов( X) 
Hp Сх= с . | 
ЛЛ С 11-5 ) 的 解 与 方程 ( 11-6 ) 的 相向 ， 定 理 得 证 。 ) 
推论 11.4.1 方程 ( 11-5 ) ARDERE Tank(G с) =гаак(С), 
推论 11.4.2 方程 ( 11-5 ) 有 孜 一 解 的 充 机 条 件 是 G 为 非 奇 异 的 。 
下 面 我 们 米 讨 论 方程 (11-5 ) 两 个 重要 的 特殊 情况 。 | 
1. 方程 | 


AX+XB=C (11-7) 


定理 11.4.2 方程 ( 11-7 ) Е-Е А-В ВНЕР, 
(ПЕП 与 方程 ( 11-7 ) 对 应 的 线性 方程 组 是 


cs(C)=cs(AX + XB) 
=I, RAB TQIn уоз( X) 


hiie 11.4.2341, УВ (11-7 ) ЖҢЕ— ЗЕ ЖЕ ДОН РЕ DAHBED n 是 非 奇 蜡 的 ， 
ШЕ T, @ A+ E OL, 没有 零 持 征 值 。 由 推论 11.2.2 дд, ER LOA BETO. MEE К 
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是 41 十 #,。 于 是 方程 《< 11-7 ) 有 路 一 解 的 充 要 条 件 是 2 Th 20, BB A 5 — B S£ 3 Pil 


的 特征 值 。 } 
在 某 种 特殊 情况 下 ， 我 们 可 以 得 到 方程 (11-7 ) 的 解 汐 表达 式 ， 印 下 面 的 定理 。 
定理 11.4.3 ЖИБЕ ACC, BC Co" 的 所 有 特征 值 具有 负 实 部 @， 则 方程 1-7) 

йй X ATRAN о 


X= ert Cerat | | (11-8) 
(ШЕЙ) HEHA, Б 7) ДЕЈАН 4 5—58 Wk N AREE. 1 
ZHE RERE Mao D | 


SZU) — AZ +ZB, Z(0)= C (11-9) 


ЭПЖ ЁЗ БАЙЕР ZG). Ш 10.5.1 п, ДРВА (11-0 ) АВ 
20) = ей Севі > 
在 矩阵 C 11-8 ) 存在 的 情况 下 ， 将 方程 ( 11-9 ) [0 ОША! 从 0 到 co 积分 ， 得 


їп 2 (ооу = іт е4 Сев! =0 | биз) 


那么 易 知 式 ( 11-8 ) 给 出 的 矩阵 为 方程 ( 11-7 ) 的 解 。 
由 公式 《 9-41 ) д, BAERE ее 可 以 表示 成 


di—1 


ва = У) У tiete! p, (4) ( 11-11 > 
i= 


1 i=. 
Жир Ais Да, s, Д. AMARRE, Ф|, da 6, 4, 分别 为 其 捞 数 ， 
设 4 =a, tila, MW | 
еа сва тета шев Ceos pai ізі, г) 
(h=1, 2, =, r). K asco (ES, 3, =, ғ, ВИДНЕЕ t, # 
7 boo, ехрбд,1)>3 
АН NL), # 


limet =p 


同 理 可 证 . lim eff =p 
с—+= 


=, 3011-10) 成 立 。 
定理 11.4.4 I C Css. BECH", Xecht, РЕ 


© mE А ВОЗР ААА ДИЕ. АПЫ 4 МЫШ... 
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ТО tanaman -vaie re ea pe ee уалу че eiea rp Me: = ` 


X-+AXB=C (11-12 ) 


有 了 唯一 解 的 充 要 条 件 是 AFi Gi=1, 2, +з, т jal, 2, = п), Aav ;分别 为 
А, ВАК. _. i 
(HEB) 把 为 程 ( 11-12) 两 端 均 按 列 展开 ， 有 


es(Cy=es(1, ХІ, + AÉ Ву 
=(1„@1„+ВТ@А)ез(Х) 
于 是 方程 ( 11-12) 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 矩阵 1,®1„-+ ВТО 4 的 特征 值 全 不 为 零 。 由 推论 
11.2.1 和 推论 11.2.2 知 
1+ À; B 20 1 
(2) 方程 
АХ =ХА, А, XEC (11-13). 
方程 ( 11-13 ) 的 解 X 等 价 于 确定 所 有 与 已 知 矩 阵 4 HARE. 
设 А=РЈР-!, Дор АД А) Jordan 标准 形 ， 那 么 方程 ( 11-13 ) 与 方程 
ТҮү=үї] (11-14 > 


Е, ЖФ Y=P ХР, 
TERR SRE ( 11-14), 


设 I=diag(/,, e, ==, 1,) 
其 中 лел... +0, 
I. ЖЕ, БАНЕ, Ne, 为 对 应 于 特征 值 Д.(1< 5) йу k, 阶 Jordan He, 
对 方程 ( 11-14 ) 中 的 了 分 块 ， | 
У; - Y.: Pe Yo) 
ы Yu үз, y сс 


Y, Y: ka Ү,, 


这 样 ， 方 程 ( 11-14 ) 写成 


7 ` Y,, Ys Y, 
7, | Үү Ya Y 
7 У. ТҮ Y 
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Yi, Ya = Уууу Л. ) 
Y»; Ү,; ku Ү,, 1, | 


Waw kun... эзе tng Фе урра “йл өте . | 


Y, Ya = Y,, ` Z, 
于 是 有 У, =Y, Ja, s. i=l, 2, ==, + 
或 la, FN Ya =Y. (QA L HN, 9) 
即 AAOY YN -Na Ya, (а t=1, 2, we r) 


| 1 《 11-15) 
分 两 种 情况 
情况 1 hho СД, Л.) ЕЛЕ (11-15 ) 的 两 庙 ， 得 
СА. А )? Ү,,= (Y, N, —N, „Т.М, 
-№, (Y. N, —М, Y, D 
FACAL’ AO 0 ЖЕ, 并 继续 这 个 过 程 ， 我 们 有 


sà Ya = Ус! YN YANI 《11-16) 


1=0 


| (I=1, 2, э=,) 
Ni =le Ni Sh, | 


ЮА, щт, ВЕ, МТ ,一 0。 因 此 ,在 方程 (11-16) 中 取 1 足 够 大 时 ,有 (4 一 A 了 ,=0。 


认为 假设 i= КЖ Y.,=0, 
情况 2 4, 一 4，。 这 时 方程 ( 11-15 ) 成 为 


了 。， N, =N, Y,,, 1&5, іт { 11-17 > 
设 | Y,,—=(g p € Ch xb) 


比较 方程 ( 11-17 ) НАУ, Ж ; 
Hias ami CiS], 2, =s ks j=l, 2, =, Ё, ) | 
| (11-18) 


其 中 假设 = =J#r a =Ü, 
HK ( 11- 18 ) 和 天 与 间 的 大 小 关系 ,sx k. EEY., 是 下 列 三 种 形式 之 一 。 


(1》 ##,=®,, WY., 是 形状 如 下 的 第 阵 


Hii Уз "e. Урван Yik, 


| О Шр s Вова Erna," 
Y, = l =. кал а ао єтетее тте А ( 11-19 ) ` 
0 0 = Pi; Yiz 
0 .0 = 0 уц 
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ea AAA nae эрташ + чалан КӨК 


C2) ЖЕ,<К,, Г Ү., 是 形状 如 下 的 矩阵 


Ү,,=(0 Y.) (11-2)) 
(38) #k,>k,, MY, АЖА F 5538 B 
СҮ, 
Y, =l В | (11-21) 
1 0 


Ж фу, 和 Y,, 分 别 为 形状 如 ( 11-19 ) k, К, АВЕ, 

于 是 ， 我 们 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 11.4.5 设 AEC"**， A=PJP-1, 其 中 J 为 4 的 Jordan 标 准 形 ， 则 矩 际 外 与 
4 可 交换 的 充 要 条 件 是 在 一 PFP-:， 其 由 了 一 (77 (5=1l, 2, =, тр t=l, 206) 
是 与 了 的 Jordan r — SB 2y 88 EE, 25 Лаел, M, Yah Ai BF, 了 为 式 
(11-19). (11-20) 和 式 ( 11-21) 三 种 形式 之 一 。 

例 11.4.1 8 | 


HI 


+ 
4, d, da! lo ez 


с 
= 

ку] 
二 
ча. 


0 Cy : 0 4, dy: 
оо Í p о d 


Жр ЕШ а, au Pos bo Cos Cis dos du da, e е ЖОКЕ М. | 

BA, EM ACC 的 任何 多 项 s p( A УАВ. ЖЕЙ, 35 A Bj Tr Z, А 
BF, БАВЕ АЗ? 下 面 的 定理 给 出 这 个 问题 的 回答 。 

定理 11.4.6 每 个 与 4E C"*" 可 交换 的 矩阵 是 4 的 多 项 式 的 充 要 条 件 是 4 的 Jordan 
标准 形 中 没有 两 个 Jordan 块 有 相同 的 特征 值 或 4 的 初等 因子 两 两 五 素 。 

(ШЙ) ат 9.1.4, m Isu, WEI, А, At, e, А! 线性 无 关 。 

如 果 4X = X Ай пе X 是 4 的 多 项 式 ， 即 六 一 pC4)，p(4) МИК іт, B T, А, 


A, r, At 线性 无 关 。 н Жа = > a., (UAH 11-11), a>r, КАҢ z =n, 


фага і 


ПОРЕ PNP H И | 
友之 ， Ж Àu Aa s A, 是 4 的 不 同 的 特征 值 ， 其 次 数 分 别 为 4,， ds, “*, й. 
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А фу Jordan БЕН r + Jordan B 7, 组 成 ， 那 么 ， 方 程 AX = X AB W X y F EE 
ABFA АННИ | 


ti) tiy 
y'i р e gi 


了 ,一 
yi 
(i 二 1，2，w，7)。 由 方程 ( 9-12 ) 可 知 ， 多 项 式 РС ЛЖ ЕЖЕ 
PCA =y i p СА) у, sy zg pr TPAD 


(i=l; 2, =, ғ), HË 
X=Pdiag(Y,, +, Y,)P-! 
= Раіаа(рс7,), <s, рО DP 
= PpP = РОРЈР-*) 
其中 (C4) 的 次 数 不 赵 过 #2 一 1。 | F 
把 定理 11.4.1 应 用 到 和 矩阵 
Е5 х) А И 0} 
(о Z) o —в) 


可 以 得 到 下 面 的 定理 。 | 
定理 11.4.7 RAEC", Bec, A=P7,P-1, B=Q7,Q-1, рз 


J =diag(4 I, +N, , "э, Arle, +N, D) 
J.=diag(un,I, +N, me, Hels tN:,) 


分 别 是 А. В 的 Jordan 标准 形 。 于 是 方程 ' 
AJX+XB=0 | 
HEERSER 
Х=РҮР-: 
其 中 | | 
Ү,, ҮА ... 


了 :1 Y: 


TEL ‚пе паь "її өрө b... бра аак 


Ү,, Ypa 


是 方程 J, Y+Y7, 一 i 
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# Ж, Y, €C xt, (s=1, 2, +, ЕР t=1, 2, +, 4), Bj 此 了 具有 这 样 的 性 A =] 
A4, BF, Y, ,,=0; ш =p, hf, Y, Д (11-190). (11-20). ( 11-21 ) 三 种 
形式 之 一 。 


A Ж 


11-1 证 明 对 任意 矩阵 A= Caro 有 

(1) I Q A=diag( А, А, =, A) 
aI, anl, == 1.1} 

(2) AR Ip = | ++ ононе ононе te 


anil 2.31, РР 


піст 


(8) Inin =la 

11-2 证 明 下 列 等 式 : 

《1) kKAQB)=kAQB=AQkB, 上 为 任意 复数 
(2) сА+В›®@С =А@С-+В@С 

(3) (46 В)@С = AD BOC) 


11-3 ”证 期 推论 11.1.1。 

11-4 证 明定 理 11.1.2。 

11-5 证 明定 理 11.1.8。 

11-6 证 明 推 论 11.2.1。. 

11-7 证 明 推 论 11.2.2。 

11-5 设 4ECnxr， 证 明 对 于 在 4 的 谱 上 定义 的 函数 СЛ), ЖШ 


(1) FU QA =I BFCA) 

(2) #СА@1„)=Ї‹4@1„ 

11-9 ig СеС"""" а АСС" gp BEC" BJ Kronecker 和 ， 证 明 ec =e ger, 

11-10 证 明 ， 如 果 4 和 8 是 正定 的 ， 则 4@B 也 是 正定 的 。 

11-11 iga., 为 初等 因子 (14 一 4.7) 和 和 (4 一 1) 人 19 t<r ) 的 最 大 会 因 
支 的 次 数 。 证 明 : AX = XA, A. ХСС" р X ү 


个 不 定 元 素 。 
‘提示: 考察 和 如果 А.= 4.» 则 a ,,=min(k,, 27). 
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11-12 RAEC", BEC, CEC% Ж АЯП В ОЕ {АЛУ P| Жр, ЛП Н», 
B. u u <1, WHA i 

X=AXB+C 
有 唯一 解 ， 且 X 由 下 式 给 出 ; 


.XBAICB! 


i= 
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mF кйш 


АИВ ЛГ k ВР ЗЕ НД KA. MAS LXER AEL Ер АЕ Pk 63 
揽 广 ， 它 是 由 求解 线性 方程 的 问题 而 引进 的 。 

本 率 讨 论 的 内 容 有 :， 广义 进 抢 阵 的 狗 念 及 基本 性 质 ， 自 友 广 义 ШЗЕН, WEE, A 
ЖРД, РОДІВ ВОН Л бидо ЕЛЕР До 


$121 广义 逆 和 矩阵 的 概念 及 其 性 质 


Г, зп ЧЕРЕН, ШОРУ РЕН 
Ax=b 


有 了 唯一 解 交 =4-1b 。 在 一 般 情 况 下 ， 上 述 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 
rankt Aby=ranktAy | 


. 但 这 时 是 否 世 能 用 某 个 矩阵 G ЕЛО u= G b 的 形式 呢 ? 下 面 我 们 来 讨论 这 个 问题 。 

设 线 性 方程 组 | | | 
| Ax=b ( 12-1) 
Җир Adec, beC", x€ C", | 

2% 12.1.1 对 于 rank(Ab)=rank( A) REE b, 1 x 是 方程 ( 12-1 ) 的 解 ， 当 有 
&х=А-Ь 成 立 的 矩阵 4- 存在 时 ， 称 4 为 4 的 广义 着 矩阵 。 

ФЕ тапкАБ) = талк) ЖЕТЕ, Ў (12-1) 有 解 ， 但 其 解 不 是 唯一 的 ， 所 以 一 入 
说 来 A- 也 不 是 唯一 的 。 | 

下 面 我 们 来 讨论 广义 逆 矩 阵 的 一 些 性 质 。 

命题 12.1.1 A 存在 的 充 要 条 件 是 有 满足 AA-A=A 的 4-E*** 看 在 。 

ШЕН) 和 如果 4- 存在 ， 则 在 方程 ( 12-1 ) 有 解 时 ， 可 以 表示 成 B=Axw，，zx€C"， 
而 且 内 能 这 样 表示 。 设 4x= b 的 解 可 以 表示 成 4-b, Д] AA-b=b, В A4-As= A=, 
该 式 对 任意 的 z€ C" 均 成 立 ， 豆 44"A4=4。 

F>, 设 XEC' 为 4x 一 了 b 的 解 ， 则 44"4Aw=Ax， 即 44-b=b, TJ x=4-b 也 是 
解 。 | 1 

命题 12.1.2 对 任意 的 4EC"", ж Р Ж АЕ, BL B. SK f rank) > 
rank(A>5, 

(证 明 ) #А=0, ШЖ ЕДЮ ХСС" 满足 

АХА=А | 

Ж AF0, raik(A=r(>1) ЖЖАЖО АВС, BEC, ССС", rank(DB ) 
=rankeC), f 
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45 A*t=CE(CCE}-1(BEB)-! BE 
则 有 
AAtA=A 
于 是 4* АНЕ, 
НН, Birank(A>=rankCAA-..A5,  тапк(Ау==гапК(А”) 1 


由 命题 12.1.1 和 命题 12.1.2 知 ， 对 于 任意 矩阵 4 ， 有 定义 12.1.1 态 义 上 的 广义 递 矩 
阵 4- 存在 。 作 为 和 定义 12.1.1 等 价 的 定义 ， 所 谓 Арно 


A=AA-4 (12-2) 
成 立 的 矩阵 4- ， 于 是 当 А 为 非 奇异 矩阵 时 ， 有 4 一 .44 ， 且 仅 限于 4: 。 
根据 上 述 等 价 定 义 ， 易 知 
САту- = (А-у, (Ану = (Ay | (12-3) 
(АА”)%?=АА-, (ARAA (12-4) 
Ө 12.1.3 44 B= Бөс, IEB=ACe14ID, & BD=4A"D, 


GE АЖ ААВВ, 4 С=А-В йиш ТАҢ e жр, АА-В=АА-АС 
= АСВ, 

-第 二 个 等 价 性 ， 令 D 一 44)8C 即 可 得 证 ， 其 中 At 是 在 命题 12.1.2 的 证 明 中 所 用 过 的 
/的 广义 递 短 隆 。 如 后 所 述 ， 对 于 妇 是 唯一 确定 的 ， 面 且 具 有 : (4*4)*=4*4。 反 之 ,， 令 
ADC 即 可 。 J 


En 12.1.4 SHEREN C MERER Hermite ik B, # 
(АА-+-+Ву(АА#+ Ву АС=АС | (12-5) 
GES ЩЁ>0, Hl D 可 以 写成 
B=DD" 


` | 248 
ААН B= [А >| J 
DE 
HAr 12.1.3, Ú 
С 
АС= А D) | | | 
0, 
可 以 得 到 有 使 下 式 成 立 的 给 阵 M 存在 


A" 


\ 
AC=[A D] | М = (AA By M 
(ри) 


因此 | CAA! --В)у(АА#-++Ву АС 
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= (ААН + ВуСААН +B) (AAF + ВуМ 

=(AAz-+.B M= AC o] | 
作为 ( 12-5 ) 式 的 畦 殊 情况 ， 若 令 B=0, С=1,, WE 

(ААнургАА#у-А= А | (12-6 ) 


同时 ， 无 论 44 Г Ин ЕЕ ВИНА, А" САА у- А 都 不 变 ， 而 且 是 Hermite #8 М, 
习题 12-2 ) 。 因 此 ， 取 式 ( 12-6 ) Е, 有 . 


Ан ААну-ААну Ан (12-7 у 
-命题 12.1.5 设 UEC"*x" АЕН, A7 是 A 的 一 个 广义 道 矩 阵 ， 则 
X=A4-+U- А-АСАА- ( 12-8) 


EAR ЗОН, 而 且 4 的 任何 广义 着 矩阵 都 可 以 表示 成 这 种 形式 。 
(ШИЯ) Е (12-8 ) 两 端 分 别 同时 左 乘 和 右 乘 A, M 
| АХ А=АА-А-+ АГ А—АА-АШПАА-А 
=A+ AUA— AU A= А 
由 命题 12.1.1 20, XE ABUNE. SX% AREE ИШИНЕН, Ш 
ALX –А-УА 0 


可 知 ` Х=А-+(Х—А-у—А-А(Х AAA- 
RY U= A —А- ‚ MR (12-8) 成 立 。 | ] 
命题 12.1.6 ЖАДА ЈАКЕ, ШУРЕ. W ЄС", д 
Х= А-+Ү(І, AA HU —A-AYW . {12-9 ) 


是 ГУНЕ, mE 4 ОЕГАН ИГЕ, AEREA. 
(证明 ) 由 式 (12-9) 易 知 
АХ А-=А 
iB 34 ХУ AWER LEER, 4 
V= X—A-, W= XAA- 


则 对 于 7、 W, 3012-9) 成 立 。 ] 


§12,2 HK XWH 


ЕНЕД), SOMERE 4- MEE А-! 有 若干 共同 的 性 质 ， 同 时 
也 有 许多 不 同 之 处 。 例 如 ，4"! 只 有 在 4 是 方 阵 且 4 为 满 秩 时 才 存 在 ， 而 4- 总 是 存在 的 。 
OO HFPA, ATOA, 与 此 相对 应 ， АА-АА, А-АА =A 成立 的 条 件 下 ， 
考虑 4 的 广义 道 拭 阵 ， 为 此 ， 我 们 有 下 面 的 定义 。 


定义 12.2.1 HF AEC™", 使 


AA-A=A, А-АА-=А- ( 12-10) 
ЖЕ АС € Ce" AA A SB УШЕН, 101245, B 
AAçA=A, АуААт=Ат ` (12-11) 


命题 12.2.1 A 为 4 的 菜 个 广义 逆 吞 阵 ， 则 4" 是 自 反 的 充 要 条 件 是 rank(4-)= 
tank( A), 


(征明 ) 如 果 4- EARM, MÆ (12.10), £ 
rank А” у= гапК(А) 
rank( 4) <таһк(4-) 
页 rankc А” у=гапК(А) 
反之 , 设 。 rankC4-)=rankC4)， 由 起 (12-10 》， 有 
rañkC AA-) rankC 4-) 
于 是 ， 对 某 个 XEC"，(44-)x=0 ҖЫ А-х =0, HH 
сАА-(1„—АА-)у)у==() 
Mii 
A-(T,— AA-5=0 1 


命题 12.2.2 jk Аб, H rankCA)= r RF, ЖАИ k A= ВС, gk h ВЄС"“", 
С&С'*'*", гапЕВу=тапЕ(Су= ғ, Ш 


Ат= Сх Br: : ( 12-12) 
ж АВА X WB EE, m B Ef B БЕА ВЕ АВАГА Оо ДОР Вт, Cra 
Я BF C бнр Вт B =I mR СССү! I=L) 
GEID ВЖ (12-12), 有 
ААТА = ВСС: Bz BC=BC=A 
同样 有 АтААт= Ат 


于 是 式 〈 12- ГУТУ 
设 ATAARE РЕ, M 


ААТА = А 

Вр ВСАТВС = ВС 

HEAR WOIE Вг MWER Ca， 有 
CA-B=I, | 


上 式 意味 着 АВ $ СНЕ, CA 是 中 的 左 道 矩 阵 。 因 此 可 以 写成 
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Cn : ` "uqapas a лын шышты су телет 


АтВ- Сї, САт=Вү! 
将 上 式 代 人 47 一 A47445 中 , 得 . 
AT=ATDBC ST = Os BT! . j 
这 里 我 们 指出 ， 寺 为 8、C SRA E, WI Ck BE TE., PA an (BBY Ba, 


С"(СС"у- 分 别 为 Bi! 和 C5! у. MA Bi, CE р, MAERA, Ab E 
( 但 不 唯一 Jo 


§12,3 Жа 
当 4 用 量 大 秩 的 各 4=BC 表示 时 ， 可 以 证 明 
A= CECCHI B By-1 BE | ( 12-13 ) 


RADAR NYER. ЗШЕ, RED, C 不 是 由 4 唯一 确定 ， 但 是 由 式 (12-13 》 
给 出 的 A AERD, EPE A 称 为 АЙ ЕЕ ЕЗЙ Moore-Penrose BEBE, 


内 At 的 定义 ， 易 知 


CA')'=A ( 12-14) 
CA: = A), CAAT = (А A (12-15 ) 

ЗЕЛ 12.2.1 | 
(АА) ДА", (ASAA | (12-16 } 


СВЕВА) 由 式 (12-13)， 有 

AAY BCCHCCCHY-: С ВЕВу-1 Вн 

= B( Bu Ву-\ Вн 
A A= CICCHY HEB) B BC 

=Сч(ССну-1С 
于 是 (AAE ЛА, (А+АуН= AtA | 1 
ARTERE SIER MIREGE 12.3.1, MA 由 下 面 四 个 条 件 唯一 确定 
IG А+АА* = А? [ 


( 12-17 Y 
(AA АА", (AAEE At А 
A (12-17 ) 也 可 作为 А* 的 定义 。 
1 12.3.2 | 
А+ САН ДУу* АН = АЕСААН)* | ( 12-18} 
О ORFA Dere ZLA Dara ; 


—- 2076 — 


ПЕЙ) 设 -f=8C ， 则 .4.4 的 最 大 获 分 解 可 写成 
AA. CN Ba BC) 
于 是 CAPA)" ( BR BCE BE BCCH BE By- ICCH)-1C 
CHEC CHy BEB i (CCIC 
Aie | 
(ATAJ AF CAÇCCH)- (Ва Вус: сССну-1СССнвну 
= A: 
ВЕ ар Ti: 
АРСЛАН A" 1 
йт] 12.3.3 ALC, RECH», Æ R=AtAB, 4 4B Bt, W 
CAB". ВА 


{证 明 } 内 为 


: (12-19 ) 
А.В, = ЯВ, УВ, -AB = 445 4B= AB 
于 是 只 要 证 明 ВИТ A B, Мойра. 
WX = үлт, Y= HARRA B = AB = AB ， 容易 证 明 
ХҮХ=Х, YXY-Y 
FRM УХ, XY Ж Hermite 和 矩阵， 册 式 (12-17 ) ТИХ = 了 …。 
在 YX =A (B, ВЕЛ AB, BCB, BAD _ 
= АВ Bidt ДТ 
н, AA E Hermie н, УХ JE Hermite 8888. 
Хүч ВАТА, ЭВ, = ВС АТА, EB, 
= BICAt А, D BDYP, 
= БА(Б,ВүЛ ТАВ, 
ВЕСА ВВА: 1,10 
同样 ZY=B8, BEB, 
这 就 证 明了 XY 是 Hermite 矩阵 。 | 1 


1 


812,4 АЧЫ ЖЖЖ 


HER ERACE", H (12-13) 可 以 求 出 41。 下面 我 们 再 给 测 At 的 几 种 表示 
Ж. 
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(1) 4 ARHAR, BBA=dhagC4 i, Aa, е, 2O5F, ВА 
A*=diag( ĝi, Pis ө, Ba) 


ЖФА, = АТСА 202, В.=0 A= 02. 
(2) 我 们 把 Hermite 矩阵 АНА 表示 成 


| AtA=UMU I (12-20) 
ЖРО 是 酉 矩阵 ， 它 的 列 由 4*A4 的 特征 向 量 构成 。 而 且 М 是 以 AA Тї ШЕН Ж ЕЗ} 线 


上 元 素 的 实 对 称 矩 阵 。 因 为 4*4 是 准 正定 的 ， 所 以 它 的 特征 值 均 为 非 负 。 设 МЕЖ Ж 
样 确定 ， 则 


САНА)" =U MPI { 12-21) 
成 立 。 此 外 ， 将 式 ( 12-21 ) 代 人 式 ( 12-18) fgn ЖШН 4°, 
如 果 ` Åi А І | 7 
А2 
M= . À, ( 12-22) 
| 0 
\ 0 


MI ( 12-20 ) AȘ C 12-21 у 可 以 写成 谱 分 解 形 式 。 


АА= 4E; ( 12-23) 


1=1 


САНА) D AP E; { 12-24) 


1=1 
ҖЕ =E, ,(G=1, 2, =, r), Е,Е,=06] OAA SAA 
PLADS САД ADAS АСА А aa d AS A) 


则 u : 
p CABA)= УУ n ADE, (12-25 ) 


Bp C. =O AEE рг), к ( 12-25 ) 2 PË 
biCA2A)= p ADE, 
HIER E, BRAR (12-23), (12-24) ETAR 4+ 的 表示 式 : 


At =p Ap E, AB 
j=1 
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-13 Pst (AF A) 
„$a PAD 


ooa TEAD 
= тї Ан 12-26 
= Л атру = £ ) 


imi 
бар 


(3) 利用 了 4 的 所 谓 奇 异 值 分 解 ， 也 可 以 得 到 4° ВЕ. 
ER (12-20 ) 和 式 ( 12-22 y rh, 4 
| U=(P Бу (12-27 ) 


Ѓ А 


L = ( 12-28 } 


一 


| 


其 中 了 为 nxr ш, P 29 nx (п-т) Е, WA (172-20) 可 以 写成 
AFA=UMUN- PLPE ( 12-29 ) 
因为 U AHER, ЖИД РУР, W L ЕЖЕ БИНЕ 11/1, MEA PLOP E 
АНА WB EE EJ ШЕ Ж, ЖЕН. E, Hi (12-21) —}Ё, {ДИНЕ Л 
(САРА) 23у = PL PE (12-30 ) 
此 外 ， 由 习题 12-4 的 (3). (4), (5) 有 
А* А=(А# At СА”. А) 


= 
эь 


= [CAT A)T (CAS AYN! (12-31) 
ЖҖ (12-30) 和 式 《 12-31) 代入 4 二 44*4 ， 有 
A= АСАН Ду Л Кү (АН At 
CCARAY II* PL рн 
= OIL рт (12-32) 
其 中 QT = ALCAN AY зүр | . (12-33) 
R ( 12-32 ) #90 A анн, | 
由 式 《 12-33 ) ， 得 
Q LQ= АСАП АУ :IPLPRCCAS A у, АН 
= AQABA EY АН Д( (АН AY EJA” 
= ALA А.А*+ АУДАН = ДАН ( 12-34) 
HU ( 12-30) 和 式 (12-34 ) 1, F Q 有 下 列 性 质 ， 
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QQE 一 РН (А# Ду 1⁄4 ДЕ АТС А" T) 1⁄2 y* P 
= рисрр-1/2 рту n a PL-1/: PHIP 
=f f 


+ 


{ 12-33 ) 


FFE, ШӘ Е БЛЮ О Л И, BROD R H At, MEC 
гари, B=Q#, WEAR (12-13) A 可 表示 成 


At=( PLI yL РН P L 有 
=P L-'⁄: Q | 
Дин РСС", Ое сте а F5|3: 3 lg t 


АНА РГРК, РР =I 


(12-36) 


AAB. DLO, ООЗ 1, 
综 上 上 记述， 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 12.4.] "i rankA=r RE, 设 АНАНЫН BHE, W AA EOD 
Lis s Д2, ХВ, Аар Дру 0212-28) $ia л аре 2, ДЇ, эе, 4120, 
1,+47#+=41вд( дү, Azs s ÀA.D220 BF, Лр (17-350) ФК, 
CO 最 后 ， 我 们 再 给 出 At 的 一 种 常用 的 森 示 式 。 鞠 来 证 明 一 个 引 理 。 
引 理 12.4.1 对 于 任 春 Herma re gt j e Car", £ 


АЛСА Ау lim ЛЕ ADTA 


ё > h 
一 im A+ 57): 
бз» 
(ШИЙ) 对 于 是 够 小 的 181 DO, BAHA RERNE, МЕ A SD? Pleo ХАЖ 
Hermite ДЕ, MIn THS EBE U RTR 
{== MU 
Af sadia Ags дз, е, 4.) 


Жн А, des en 2р АНК, 


th Аз ДАЛ Йе н, д 
(CALS A CAT 517: A 
Lg АТ -上 名 І ) -1 Б уН КЫ 


ае ++ ADIM: 
K 


в» 6 


= limuiag((2 RAD Aj, 6, C2 ,TBI AE) 


=diag(ÀA Ü +е, А) 


= М 
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有 . lim(A+ AI A=UMUnAt= AA" 
-i в 
БЕ: АЛЕ H | 
limACA+ 5 D = АА+ 3 
ЖЕЙ 12.4.2 
A's lim ARAHI, O АР 
Фф» 6 А 
=lim АНС А Аар piln)? ` (12-37) 
#— 
(88) 出 
AT ы = АРК Ану? АН = = AFC АА+уйт= ABAA* 
# lim 48446 у AB 
3— + 
= аст s ATAA. 
#—->+ 
由 引 理 12.4.1 和 习题 12~4 中 的 (5}, 有 
Jim( A AT dl.) ARAA 
э—>* 
= (ABAN AFAJ A" = A* AA" = А* 
TH © limC€AFA-+ BT) УЫ 
ho-t 


HETE 
him ДЕДА + 8271. А | и ЕТ 
к-к + - . 


512,5 在 线性 方程 组 中 的 应 用 


这 一 节 我 们 来 讨论 用 4- В Ах Б 的 一般 解 和 # rank( Ab) aeranht 4) э 
况 下 ， 用 4* 给 出 在 某 种 意义 上 最 好 的 近似 解 。 
定理 12.5.1 设 线性 方程 组 


| ` Ахс=ф, лес", be c= | (12-28) 
m f 
Ax = b Hih 
(1) Ах=б ЖН AA7b=b, | o Oaa 
(2) RA AARE EER, ERr, М АТО 
x= AbH, ATA . (12-39 ) 
ЖД z€ C" ЕНИ. 
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(8) х=А'Ь 2 Ax=b 的 所 有 解 中 有 最 小 范 数 ( wF SR 8 ) 的 解 。 
Ax=b 无 解 时 | | 
Са) ж=А*Ь 是 所 有 最 小 二 乘 近似 解 中 有 最 小 范 数 的 解 ， 即 在 满足 下 询 关 系 


È 


lAx— bl<lAs—bl, 对 V2EC’ 40 ) 
И x 的 集合 中 ， 对 于 X=A*b， 


成 立 ， 其 中 有 ШИК БЕТЕ Ж 
(НЕҢ) (1) 当 4x 一 天 对 某 个 #EC ”成立 时， 有 
АА-Ь = АА-Ах= Ах=Ь 
反之 , АЛА-Ь=Ь Е 
有 х= А-Ы 满足 4x 一 b。 
(2) 在 式 (12-39) 两 端 左 乘 以 4 有 - 
Ах=АА-Ы+А(1„—А-Аув—= ААТЫ... | Е „| 
.由 (1)， 因 44 一 Ь, ШКУ (12-39) 的 %, 是 式 (12-38) 的 解 , 而 县， 当头 是 任意 名 
H #4 s= x—A b, HI 
(1,—А-Аув=(1,—А-АУСЎ— АВ) 
= A-b— А-А®1А-АЛ-Ь` 
=x—A4-b—A4-b+A-b 
PER (12-39 ) 成 立 。 
(8). (4) 用 欧 氏 范 数 时 
142 — вс Lb HAAD 
| CAAT IIDN +ЇЇАС®—А*Ь)|г 
pE C gar ohai m Ырс ААТ, дса | 
十 (名 一 LAB)" ASCAA+ — 1; „Б. 
HA (12-16) A (АА#уА=А, ATAA = А, 将 其 代入 上 起 消去 最 后 了 项 , 得 
HAg— 6112 = 11С24+-- 1,961 04 — 4+ Db) 
«<1044+—1.)7612, ЖЯ үшєС', БСС" 


特别 当 5 固 定时 ， Faks wa 4% 一 A44"b， И Asbi 与 其 最 小 从 1(44* 一 1。) bi — 
ж. ЖУК" 由 C2 >, о ССН, TW Аж = ДА+ MR 可 以 表示 成 


z= A*çAAtby-+ (Т„—А' Aa 
= Atb+(I AAW 
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但 由 于 Гаа Abi: +I, — At A|: ОС (лу 
ЮЖ, 1 145-61: yj h AD z Bh, АЫ ДӘЛ. ш, #Ax= b # Й ñiy 


情况 下 ， 由 ( 1 )， 因 为 AAtb=b yr, БИШ ®— Atb 是 满足 Az—b 的 s 中 有 最 小 范 闭 的 
RE. 


S 12.6 нна сня 


АСЕАН АХ В—С MM, 其 中 4sc вес", СЄС""", 
Хес" . 

矩阵 方程 AX B-C 是 线性 方程 《x 一 b 的 扩展 形 。 ip 一 4 一 1，B 一 1 时 ， 即 为 方程 4% 
=b, 

定理 12.6.1 (1) АХВ-С SW 3SSEAHJLAA-CB-B=C, 

(2> АХВ=С 的 一 般 解 可 由 下 式 给 出 ， 


_Х=А4-СВ--+(7-+А4-А7ВВ-), 对 yzecr 

(3) ЖАХВ=-С hj h, Y= 41CB* 有 最 小 范 数 ， РТУ Чу 
tr(X# X). 

(4) ЖАХВ=С 无 解 的 情况 下 ， 在 所 有 最 小 二 乘 近 位 解 中 ，8= 4+CB+ 具有 最 小 党 
数 ， 即 令 А 
М={ Х 14Хв—сү<л®в—с\, . жуг сэу 
MSZ EM, НЊУХСМ Юю, юж 

П = XII 


ЗВ = (XX, 
GEH) 《1 )、( 3 ) 的 证 明 留 给 读者 。 现 在 证 明 (3 )、 сэ, " 


AFE 
Вар be 
4 一 (ell 2}, B= 
б», b... 
: Z |: Жүз) 
C 一 (cil с), x =Í Оз 
(а, Fag | 


的 情况 。 这 时 方程 AX B=C 可 以 写成 


ШЕ Gabi: ау, БИЧ х: [С] | CST a а 


а,б abge Grybas diabas/ 
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记 X 和 C 的 列 展开 为 x 利 c， 
= (к Жа, Хуа ху), 一 [ci crs) 
上 而 关于 XX 的 元 素 的 线性 方程 组 可 以 写成 
(Brod)yx—c ` (12-43 ) 
在 一 般 情况 下 ， 也 完 金 一 样 ， 将 X 和 C 的 元 素 技 上 法 原则 排列 向 量 , АХВ=С 
可 以 写成 式 (112-43 ) 的 形式 。 由 定理 12.4.1， 有 
х =(Br@A)*c ( 12-44) 
Ë (12-43) 的 最 小 二 和 近 僻 解 中 有 最 小 范 数 的 解 ， 即 对 于 满足 
(В хс 10879 А05, 对 YSEC™*? 
(12-45 》 
АЕ х | 
Па р А | ( 12-46) 
成 立 。 这 里 所 用 的 向 量 范 数 是 欧 氏 范 数 ， 则 | 
с Мара Fata Е а HYE, Бар) 


. =tr( KE Ky . | — (12-47) 
成 立 。 因此 ， 车 式 ( 12-45 ) 、 式 (13-46 ) ЕЁ xX, c—C 改写 ， 则 分 别 变 成 
ЙАХВ—Сү&АЯВ—С[, k 7 ZecCs ' (12-48 ) 
Ире | | ( 12-49 ) 
Жар =tr( XX), ҖЕ}, ОВТ Л) СВТ ОА", 8k x=. BTODte ДЕДЁ 
X= А*СВ* ш 
和 42 p= 有 解 的 情况 Fk， 由 式 (12-48)， 对 于 满足 АХВ CHX, ELETEN 
的 解 。 1 


J Ж 


12-1 JERR (12-3) 和 式 ( 12-4), 
12-2 EH 0. АБ АННИ 0... о 
12-3 证 明 式 (12-14 ) MÅ (12-15), 

12-4 证 明 下 列 等 式 

(1) (AA =A At, (AAT = ÇAT) At ` 
(2) (А#Ду*=Д*САА#у* A = АЧ ЛАН у* (АН у* 
(8) АА*=САЛЕ)УСАА"у* = (AAT) ААН) 
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(4) ArA=CA ANAT A (АНА) САЯ A) / 

(5) #АЧЗ=А, MCAD =A, Аз Азу = (AtytAt= AA, 
(6) # Ан=А, W AAt= AA, 

12-5 证 明 (4@B) = At@ B*, 


12-6 4U $Æ Hermite 振 阵 ， 对 是 对 角 和 矩阵 时 ， 试 用 式 ( 12-28 ) jE (ОМО) н 
UM UE 成 立 。 

12-7 Ф0=У(1- ААУ +(1- ААУ, RIER ( 12-9) 可 以 写成 式 (12-8 ) 的 形 
式 。 

12-8 证明 定理 12.6.1 的 (1)、(2)。 
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